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Vorwort. 



j|er Verfasser hat in lanf^jährig^em Unterricht immer wieder er- 
*— ' fahren, daß die eigfentitcben Grundlagen der Mechanik, selbst im 
elementarsten Sinne, viel schwieriger erfaßt werden, als etwa die 
Grundlagen der Geometrie oder der Algebra. Kr hat ferner bemerkt, 
daß die Hindernisse wesentlich anderer Art sind, als rein formale, 
da sie von den mathematischen Kenntnissen und Fähigkeiten des 
Lernenden beinahe unabhängig zu sein pflegen. 

Die Mechanik bezieht sich nicht auf rein geometrische Gebilde, 
sondern auf wirkliebe Körper. Aber dieselben Körper kennen wir 
auch jenseits jeder Wissenschaft aus unausgesetzter Wahrnehmung, .so 
daß wir von frühester Jugend an uns selbst unbewußt gewohnt werden, 
„mechanisch" richtig zu urteilen. Uns allen, mögen wir solbst das 
Wort nie gehört haben, ist eine sozusagen nicht wissenschaftliche, 
aber in gewöhnlichen Fällen durchaus verläßliche Mechanik zu eigen. 
Und damit hängen die eben genannten Schwierigkeiten zusammen. 

Denn unsere landläufigen Begriffe über i-age, Ruhe, Bewegung 
usw. sind nicht so scharf, so bestimmt, so geläutert, wie wissenschaft- 
liche Begriffe es sein sollen. Desgleichen liegt uns sonst wenig da- 
ran, aus dem Schatz unserer instinktartigen Kenntnisse die leitenden, 
wahrhaft allgemeinen Grundgesetze durch schärfstes Nachdenken 
g-leichsam abzulösen und selbständig zu machen, da wir sie vielmehr 
von Fall zu Fall richtig anzuwenden gelernt haben, ohne uns ihrer 
je eigentlich bewußt geworden zu sein, wie die Wissenschaft es ver- 
langen muß. Es handelt sich also zu allererst weniger um Aufstellung 
neuer, als vielmehr um eine Art Umwertung alter, vertrauter Begriffe 
und Gedanken, die eine andere Richtung, nämlich die auf das Ab- 
strakte zu nehmen haben. Erst wenn dies wirklich erreicht ist, wenn 
also die Fäden des Netzes, das wir über die Gesamtheit der 
Bewegungserscheinungen werfen, mitten aus der lebendigen Wirk- 
lichkeit heraus geradeswegs zu den Gesetzen der „wissenschaftlichen" 
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IV Vorwort. 

Mechaoik führen, dann erst haben wir deren Grundlagen verstanden. 
Es darf aber in dieser Hiasicbt kein Rest übrig bleiben. 

Dies Buch will mehr als manche anderen Bücher hierin Ent- 
gegenkommen zeigen, besonders In den ersten beiden Abschnitten, 
die auch in mathematischer Beziehung völlig elementar sind. Später 
werden hin und wieder etwas mehr Ansprüche an mathematische 
Kenntnisse gestellt, doch nicht so, daß, wie so oft, die Entwicklung 
■der eigentlich mechanischen Gedanken zurücktritt hinter das Spiel 
der Formeln. Immer ist der Verfasser bestrebt gewesen, das eigent- 
liche Ziel, nämlich das Heranbringen der Begriffe und Gesetze der 
Mechanik bis an die unmittelbare Wirklichkeit, nicht aus den Augen 
zu verlieren. 

Mit dem dritten Abschnitt beginnt der eigentliche Aufbau. Er 
ist fast nur geometrischen Inhaltes, aber in engster Beziehung zur 
Anwendung in der Mechanik. Der vierte und fünfte Abschnitt be- 
handeln die Phoronomie und das soviel umstrittene Kapitel von der 
absoluten und relativen Bewegung nebst seiner Anwendung auf terre- 
strische Mechanik. Dann folgen im sechsten Kapitel die massen- 
geometriscben Begriffe und die übrigen Hilfsbegriffe der rationellen 
Mechanik, die alle so elementar wie möglich, aber in ihrer Beziehung 
zu einander auch so gründlich wie möglich abgehandelt werden. Das 
siebente Kapitel bringt die allgemeine elementare Mechanik zum 
Abschluß und das achte Kapitel enthält Aufgaben zur Befestigung 
und Weiterführung. Der Schlußparagrapb enthält Beispiele von Irr- 
tümern und Trugschlüssen. 

Charlottenburg, den 10. November 1906. 

Prof. Dr. O. Dziobek. 
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Erster Abschnitt. 



§ 1. Bedeutung und Aufgaben der Mechanik. 

1. Definition der Mechanik. Mechanik ist die Wissenschaft von 
der Beweg-ung, Sie hat die Beweg-ungfs begriffe zu läutern oder 
selbst zu schaffen und den Bewegungsgesetzen nachzuforschen, da 
ihr an allgemeinen Aussagen liegt, sei es über die Gesamtheit aller 
Bewegungen, sei es über ein bestimmtes Gebiet derselben. 

So z. B, gehört zu ihren Aufgaben, den freien Fall der Körper 
zu untersuchen. Was sich hierüber gemeinsames ermitteln läßt, das 
geht die Mechanik an. 

2. Ruhe und Bewegung. Der Bewegung als der Veränderung des 
Ortes stellt man meist die Ruhe als das Bleiben am Orte schroff gegen- 
über, als gegensätzliche Begriffe, Wie aber die Null zu den 2^hlen 
oder der Punkt zu den Strecken, so steht die Ruhe zur Bewegung als 
eine Art Grenzfall untergeordnet, dem man durch Verringern der Ge- 
schwindigkeit bis zu ihrem Verschwinden stetig näher kommen kann. 

Solche Grenzfälle trifft man in der Mechanik und Mathematik 
auf allen Wegen, z. B. [44], [64]. Sie sind zwar nicht eigentlich in dem 
allg"emeinen Fall eingeschlossen, folgen aber doch aus ihm durch einen 
meist sehr einfachen Grenzübergang und sind daher mit ihm gegeben. 

So ist die Definition [1] aufzufassen. Denn sonst müßte man den 
Grenzfall herausheben und erklären: Die Mechanik ist die Wissenschaft 
von der Ruhe und von der Bewegung. 

3. Statik und Dynamik. Dieser älteren Definition entspricht die Zwei- 
teilung der Mechanik in die Statik und dif Dynamik. Erstere führt 
bis auf Archimedes und noch weiter zurück, letztere ist beinahe 
zwei Jahrtausende später von Galilei begründet worden [26]. 

Besonders die technische Mechanik hält an dieser Unterscheidung 
fest, weil hier die Statik zu wichtig ist, um als bloßes Anhängsel der 
Dynamik zu gelten. 

4. Einheitliche Mechanik. Dafür macht die neuere Definition [1], 
welche; zuerst Leibniz nachdrücklich empfohlen hat, die Mechanik 



2 ^ l. Bedeutnng und Aufgaben der Mechanik. 

ZU einer einheitlichen Wissenschaft Gauß sagt bei der Erklärungf 
seines Prinzipes des kleinsten Zwanges [833] hierüber: „So sehr es in 
der Ordnung- ist, daß bei der allmäligen Ausbildung der Wissenschaft 
und bei der Belehrung des Individuum das Leichtere dem Schwereren, 
das Einfachere dem Verwickelteren, das Besondere dem Allgemeinen 
vorangebt, so fordert doch der Geist, einmal auf dem höheren Stand- 
punkt angelangt, den umgekehrten Gang, wobei die ganze Statik 
als ein spezieller Fall der Dynamik erscheine." 

5. Ursprung der Mechanik. Die ägyptischen Pyramiden und die ge- 
waltigen Tempelbauten der Babylonier bezeugen eine einfache prak- 
tische Mechanik, lange bevor an eine entsprechende Wissenschaft zu 
denken war, also eine Kunst, durch einfache Maschinen, von denen 
Pappus später fünf erwähnt, Keil, Hebel, Schraube, Archimedea* 
Flaschenzug, das Rad an der Welle, schwere Lasten fortzuziehen 
und aufzurichten. 

Aber erst griechischer Geist hat an eine zugehörige Theorie 
(Hebelgesetz des Archimedes) gedacht. Er hat zuerst begriffen, 
daß es hier eine Wissenschaft gibt 

6. Das Wort Mechanik stammt von Mecbane, Werkzeug. Es ist von 
Aristoteles eingeführt worden, der in seinen mechanischen Prob- 
lemen — der ältesten auf uns gekommenen Schrift über Mechanik 
— unter Mechana den Teil des Kunsttleißes verstand, der zur „Auf- 
lösung von Schwierigkeiten verhilft". 

Solches geschehe z, B. durch den Hebel, denn «wer ohne Hebel 
eine Last nicht heben kann, bewegt sie leicht, die eines Hebels noch 
hinzufügend". 

7. Die Nebenbedeutungen von mechanisch gehen auch auf diesen Ur- 
sprung zurück. So ist ein Mechaniker nicht jemand, der eine Wissen- 
schaft treibt wie ein Mathematiker, ein Physiker usw., sondern ein 
Verfertiger optischer und physikahscher Instrumente. Wir steUen die 
mechanischen (maschinenmäßigen) den willkürlichen Bewegungen le- 
bender Wesen gegenüber und legen, da erstere vorgeschrieben sind, 
dem mechanischen auch den Sinn des nach festen Regeln, aber ohne 
tieferen Einblick in den Zweck ausgeführten bei. Mechanische Welt- 
anschauung usw. 

So wird die wahre Bedeutung der Mechanik etwas verhüllt, denn 
sie ist nach Galilei eine sehr weite, außerordentlich wichtige Wissen- 
schaft, in deren Bereich nach G. Kirchhoff alle in der Natur vor- 
kommenden Bewegungen und alle Fragen, die über sie gestellt werden 
können, gehören, 
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§ 1. BedeutuDg nnd Aufgabeo d« Mechantk. 3 

8. 6eschichte der Mechanik. Wenn man von den instinktartigen 
mechanischen Einsichten absieht, deren psychologische Analyse erst 
in deh letzten Jahrzehnten begonnen hat [20], so liegt die Geschichte 
der Mechanik, anfangend bei den griechischen Philosophen und 
Mathematikern, bis zur Jetztzeit ziemlich offen da. 

So vieles, das heute uns allen geläuflg ist, wie Schwerpunkt, 
Kräfteparallelogranim, Trägheitsgesetz, ist einst von genialen Denkern 
aus der Tiefe geschöpft worden, Sie haben der Mechanik die Gestalt 
gegeben, welche sie beute hat. 

Die Entwicklung der Mechanik ist noch nicht zu Ende. Niemand 
kann sagen, was sie nach tausend Jahren sein wird. Doch eins ist 
sicher, daß sie nie wieder umstoßen kann, was sie bisher erreicht hat, 
sondern nur umwandeln, in neuen Formen darstellen, erweitem. 

9. Mechanik und andere Wissenschaften. Gleich der Mathematik, mit 
der sie oft verglichen wird, dient die Mechanik vielen anderen Wissen- 
schaften als Hilfswissenschaft; zuweilen ist es aber auch umgekehrt. 

Es geht hier nicht an, diese Beziehungen sämtlich darzulegen. 
Nur die wichtigsten seien herausgegriffen. 

10. Mechanik und Mathematik. Geometrie ist für die Mechanik selbst- 
verständlich unentbehrlich. Aber auch Arithmetik und Algebra so- 
wie die höhere Analj'sis bringen großen Gewinn, da alle mechanischen 
Größen, wie Weglängen, Geschwindigkeiten, Kräfte, durch Zahlen 
darstellbar sind und alle mechanischen Gesetze am kürzesten imd 
sachlichsten in Formeln ausgedrückt werden. 

Umfassende mathematische Schulung vereinfacht in der Mechanik 
die Ansätze und erleichtert ihre Durchführung. Es ist kein Zufall, 
daß die meisten hervorragenden Forscher in der Mechanik, wie 
Archimedes, Newton. Euler, Lagrange zugleich ausgezeichnete 
Mathematiker waren, die hier ein weites Feld der Anwendung mit 
größter Meisterschaft behandelt haben. 

11. Dabei hat aber die Mechanik durchaus nicht nur genommen, 
vielmehr die ihr geleisteten Dienste reich belohnt durch unerschöpfliche 
Anreize zu Problemen, weiche oft höchste Anspannung mathematischen 
Denkens erfordert haben und noch erfordeni. 

So hat sich erfüllt, was Leonardo da Vinci, der große Künstler 
und tiefe Denker, einst vorausgesagt halt „Die Mechanik ist das Paradies 
der mathematischen Wissenschaften, weil man mit ihr zur Frucht des 
mathematischen Wissens gelangt,-' 

12. Mechanik und Naturwissenschaft Ist so die Mechanik nach der 
Art ihrer Behandlung vorzugsweise angewandte Mathematik, so ist 
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4 ji 1' BedeutuDg und Aulgaben der Mechanik. 

sie doch auch nach der Beschaffenheit ihrer Aufg-aben Naturwissen- 
schaft. Hierüber sagt schon Aristoteles in lapidarer Kürze: ^ Denn das 
Formale wird nach Mathematik, das Reale nach Physik entschieden." 
Man soll der Mechanik nach beiden Gesichtspunkten, dem formalen 
und dem realen, gerecht werden. Der reale aber hat voranzug^ehen, 
denn die Mechanik hat es mit der Lage und der Bewegung- wirklicher 
Körper zu tun. 

13. Mechanik und Physik. In keiner physikalischen Erscheinung 
fehlen Merkmale der Bewegung, wie umgekehrt reine Bewegungs- 
vorgänge oft physikalische Folgen haben. Durch Reibung entsteht 
Wärme, durch Drehung des magnetischen Eisenkerns entsteht in der 
Dynamomaschine der elektrische Strom, welcher nun wieder andere 
Maschinen bewegt usw. 

Nicht immer ist es leicht, zu entscheiden, wo Mechanik aufhört 
und Physik beginnt. Die Grenze ist eben nicht mathematisch scharf. 
Akustik, Wellentheorie des Lichtes, Warmem echanik usw. gehören in 
das Grenzgebiet Mit Recht wird daher die Mechanik oft als ein Teil 
der Physik erklärt, den die Lehrbücher meist zu Anfang bringen. 

14. Mechanik und Astronomie. Groß sind die Aufgaben, welche die 
Mechanik in der Astronomie gehabt hat. aber auch groß die Erfolge. 
Die Entdeckung der Massenanziehung durch Newton [988], die Be- 
rechnung der Planetenbahnen, die Erforschung der lunisolaren Prä- 
zession und Nutation [419] und vieles andere sind glänzende Leistungen - 
der Mechanik. Vor etwa 60 Jahren haben sie in einem besonderen Falle 
allgemeine Bewunderung erregt, als der Neptun entdeckt wurde, dessen 
Vorhandensein und Ort am Himmel von Leverrier und Adams 
vorher allein durch Rechnung auf Grund wahrgenommener „Störungen" 
des Saturn ermittelt worden war. 

15. Mechanik und Chemie. Vor einigen Jahrzehnten hat sich neben 
der eigentlichen Chemie die physikalische Chemie als eine neue 
Wissenschaft entwickelt, von der sich wahrscheinlich bald wieder eine 
mechanische Chemie abzweigen wird. Die körperliche Masse ist sowohl 
ein mechanischer wie ein chemischer Grundbegriff [46] und die Er- 
kenntnis ihrer Un Veränderlichkeit gilt in beiden Wissen-tichaften für 
imerschütterlich. 

Doch das würde nicht genügen. Es sind aber manche besondere 
Ansätze vorhanden, daß die Mechanik in den neueren chemischen 
Theorien eine wesentliche Rolle spielen wird. 

16. Mechanik und Zoologie. Das eingehende Studium des Tier- 
körpers als einer ;ius Knochen, Sehnen, Muskeln und Nerven gebil- 
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^ ]. BedeutQDg nnd Aurgaben cl«r Mecbanlk. 5 

deten Maschine von äußerster Zw eckin äßig'keit, welche g'eht, schwimmt 
oder fliegt, setzt großes Verständnis der Grundlag-en der Mechanik 
voraus. Es ist seltsam genug: Wie die Weltkörper sich bewegten, 
können wir aufs beste vorausberechnen, aber das stets wechselnde Spiel 
der Kräfte bei der Bewegungf eines lebenden Geschöpfes bietet noch 
viele ungelöste Frag^en, 

Doch die physiolog-ische Mechanik hat sich ihrer angfenommen 
und damit der Wissenschaft von der Bewegrung^ ein gjoßes Feld 
erschlossen. 

17. Mechanische Naturerktlnina. Überhaupt stehen der Mechanik in 
allen Naturwissenschaften noch unabsehbare Aufgaben bevor. Denn 
sie erstreckt sich auf die ganze räumliche Welt, in der jeder Körper 
ruhen oder sich bewegen muß. 

Ist doch sogar als Endziel die mechanische Naturerklärung, d. h. 
die Erklärung aller Naturerscheinungen durch Bewegrungen von Atomen 
und Molekülen hingestellt worden. Freilich ist der Weg bis dahin, 
falls er nicht etwa ein Irrweg sein sollte, noch unermeßlich weit. 

18. Mechanik und Philosophie. Die Mechanik hat von jeher, von Zeno 
dem Eleaten bis Kant und bis in die neueste Zeit, das besondere 
Interesse der Philosophen besonders wegen der Gnmdbegriffe er- 
weckt. Ob sie aber hierdurch gewonnen hat, darüber sind die Meinungen 
allerdings recht geteilt. 

Es sollen zuweilen Verwirrungen in ursprünglich klare Gedanken- 
reihen gebracht worden sein. Vielleicht ist es wirklich so; doch hat 
die Mechanik durch ihre Verbindung mit Metaphysik und Philosophie 
unleugbar auch große Vorteile gehabt. 

19. Denn sie ist auf diese Weise gezwungen worden, ihre Grund- 
tagen so fest wie möglich zu machen. Auch haben philosophische 
Betrachtungen mehr als einmal zur Weiterentwicklung der mechanischen 
Begriffe beigetragen. 

So hat Cartesius die Quantität der Bewegung oder, wie sie jetzt 
genannt wird, die seitdem so wichtig gewordene Bewegungsgröße 
[591] als metaphysisches Maß der Bewegung aufgestellt. Noch mehr 
gilt dies von der vis viva oder lebendigen Kraft [635], welche alsdann 
von Leibniz zu gleichem Zweck, aber im schärfsten Gegensatz zu 
Cartesius eingeführt worden ist und jetzt, aller Metaphysik entkleidet, 
ein unentbehrlicher Hilfsbegriff geworden ist. Hierher gehört auch 
das teleologische Prinzip der kleinsten Wirkung von Maupertuis, 
das Euler, Hamilton und Jacobi geläutert, verallgemeinert und zu 
einer sehr umfassenden Methode umgewandelt haben [830]. 
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6 § 1' Bedeutung uad Aufgabea der Mechanik. 

20. Mechanik und Psychologie. Zuletzt sei auch die Psychologie erwähnt, 
welche die Elemente sinnlicher Wahrnehmung und ihre Verbindung zu 
Begriffen und Urteilen über Bewegung aufzeigen und so eine tiefere 
Einsicht in deren Wesen erlangen will. 

Es ist eine Psychologie der Mechanik entstanden, die recht 
eigentlich den Boden erforscht, auf dem diese Wissenschaft steht. 
Wie instinktartige mechanische Einsichten sich bilden, wie diese zu 
strengen Erkenntnissen werden, das sucht sie zu ergründen. 

Doch die Mechanik selbst hebt mit den fertigen Grundbegriffen 
an, wie die Geometrie mit den ihrigen, mit Kaum, Ebene, Gerade, 
Punkt usw. Nur so kann ihr das Maß von Selbständigkeit bleiben, 
dessen sie als eine besondere Wissenschaft bedarf. 

21. Anwendungen der Mechanill. Noch mehr als in dem Zusammen- 
hang mit anderen Wissenschaften zeigt sich die Bedeutung der 
Mechanik in ihren zahllosen praktischen Anwendungen. Was ist eine 
Kettenbrücke von ungeheurer Spannweite oder ein Riesenbau wie 
der Eifelturm anderes als in Eisen geschriebene Statik? Oder ein 
mächtiger die Meereswogen durchschneidender Dampfer, oder ein 
Geschoß, das mit doppelter Schallgeschwindigkeit aus dem Rohr 
geschleudert wird, anderes als menschlichen Zwecken dienstbar ge- 
machte Dynamik? 

Wie haben sich die einfachen Maschinen des Altertums [5] ver- 
vollkommnet! Und gar, wieviel unermeßlicher Scharfsinn steckt in 
den Mechanismen unserer Werkzeugmaschinen, welche zwangsläuSg 
[739] die kompliziertesten Bewegimgen ausführen, bohren, nähen, 
stricken, weben, drucken usw. 

22. Die Mechanik als Wissenschaft ist nicht dasselbe und kann 
nicht dasselbe sein, wie die Mechanik als Praxis. Erstere strebt nach 
scharfen Begriffen, nach allgemeinen Wahrheiten um ihrer selbst 
willen, nach Erkenntnis der Gesetze, welche überall in den Bewegnings- 
erscheinungen befolgt werden. Letzterer liegt immer an der gerade 
vorliegenden Aufgabe und an einer Lösung, die auch wirklich aus- 
führbar ist. 

Doch hat sich auch hier Galilei's Wort von einer sehr weiten, 
außerordentlich wichtigen Wissenschaft erfüllt Nur soll sie sich dann 
den Bedürfnissen der Praxis als technische Mechanik anpassen, welche, 
wie ihr Betrieb in allen technischen Lehranstalten von der technischen 
Hochschule bis zur Handwerkerschule zeigt, für den Architekt, den 
Hochbauingenieur, den Maschinenbauer, den „inneren^ und den 
„äußeren" BalUstiker usw. unentbehrlich geworden ist. 
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23. ElnlellURg der Mechanik. Daß die Mechanik in Statik und 
UjTiamik zerfällt, ist schon [3] erläutert worden. Von letzterer kann 
man wieder ein scharf begrenztes Sondergebiet, die Phoronomie, ab- 
trennen [39], 

Die weitere Gliedeningf ist sehr verschieden möglich. Voran- 
gehen müssen ganz allgemeine, d. h. für alle Körper und für alle Be- 
wegungen ohne Ausnahme geltenden Sätze, wie z. B. das Prinzip der 
Aktie und Reaktio oder der Satz vom Kräfteparallelogramm. 

24. Dann pflegt man ferner einzuteilen in die Mechanik der 
festen Körper, die Geostatik und Geodynamik, auch einfach Statik 
und Dynamik, der flüssigen Körper, Hydrostatik und Hydrodynamik 
und der Gase, Aerostatik und Aeiodynamik. Die große Mannig- 
faltigkeit von Kräften — Nahkräfte, wie Druck, Zug, elastische Kräfte, 
und Femkräfte, wie Schwere, magnetische Anziehung und Abstoßung 
— gibt Anlaß zu ferneren Spaltungen. 

So zeigt schon diese flüchtige Übersicht, wie leicht das uner- 
meßliche Reich der Mechanik in immer noch sehr große Einzelgebiete 
zerlegt werden kann. 

25. Rationelle und anflewandle Mechanik. Den Anwendungen dienen 
besondere Lehrgebäude der Mechanik. So die physikalische Mechanik, 
der die Beziehungen zu den physikalischen Eigenschaften der Körper 
am nächsten liegen, die Mechanik des Himmels zur Erforschung 
der Bahnen der Weltkörper, ihrer Gestalt und Achsendrehung und 
namentlich die ungemein weit verzweigte technische oder Ingenieur- 
mechanik. Sie alle stehen auf denselben überall gültigen Grundlagen 
der allgemeinen oder, wie man sagt, der rationellen Mechanik Was sie 
trennt, sind die besonderen Ziele oder auch Methoden der Forschung. 

Letztere beziehen sich meist auf mathematische Formen und 
Hilfsmittel, nach denen man, freilich ohne feste Grenzen, einteilt in 
elementare Mechanik, welche trotz der Beschränkung in mathematischer 
Hinsicht sehr gründlich und klar sein kann, und in die höhere Mechanik 
mit vollständiger Anwendung höherer Mathematik. 

26. Alles in allem ist die Mechanik ein großes Stück menschlicher 
Kultur geworden, wie der Seherblick Galilei's vorausgeschaut hat. 
Seinen berühmten Discorsi e Demonstrazioni geht folgende Einleitung 
voran: „Über einen sehr alten Gegenstand bringen wir eine ganz neue 
Wissenschaft. Nichts ist älter in der Natur als die Bewegung, und 
über dieselbe gibt es weder wenig, noch geringe Schriften der Philo- 
sophen. Dennoch habe ich deren Eigentümlichkeiten in großer Menge 
und darunter sehr wissenswerte, bisher aber nicht erkannte und nicht 
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bewiesene in Erfahrung gebracht. Einige leichtere Sätze hört man 
nennen, wie z. B. daß die natürliche Bewegung fallender schwerer 
Körper eine stetig beschleunigte sei. In welcher Weise aber diese 
Beschleunigung stattfinde, ist bisher nicht ausgesprochen worden; denn 
soviel ich weiß, hat niemand bewiesen, daß die von fallenden Körpern 
in gleichen Zeiten zurückgelegten Strecken sich zueinander verhalten 
wie die ungeraden Zahlen [281]. Man hat beobachtet, daß Wurfgeschosse 
eine gewisse Kurve beschreiben. Daß letztere aber eine Parabel sei, 
hat niemand gelehrt Daß aber dieses so sei und noch vieles andere, 
nicht minder Wissenswerte, soll von mir bewiesen werden; und was 
noch zu tun übrig bleibt, zu dem wird hier die Bahn geebnet; zur Er- 
richtung einer sehr weiten, außerordentlich wichtigen Wissen- 
schaft, deren Anfangsgründe diese vorliegende Arbeit bringen soll, 
in deren tiefere Geheimnisse einzudringen Geistern vorbehalten bleibt, 
die mir überlegen sind." 



§ 2. Die Begriffe der Mechanik. 

27. Nach Entstehung und jetziger Geltung gibt es drei Gruppeo 
mechanischer Begriffe. Die der ersten entstammen dem allgemeinen 
Sprachschatz, wie Raum, Zeit, Körper, Masse, Kraft. Die zweite 
Gruppe enthält Begriffe, welche umgekehrt in der Wissenschaft auf- 
gestellt und dann der Sprache einverleibt worden sind, wie Schwer- 
punkt und lebendige Kraft In der dritten endlich sind Begriffe, 
welche in der Wissenschaft entstanden sind und auch bis heute noch 
nur in ihr gebraucht werden, wie Potential, Hodograph, Deviation. 

Diese Dreiteilung hat zwar nicht viel inneren Wert, aber sie be- 
einflußt doch uneingestandeii den Lernenden sehr nachhaltig und nicht 
immer zweckmäßig. 

28. Gnindbeoriffe imd abgeleitete Begriffe. Dazu kommt noch ein 
anderes. Die landläufige Bedeutung eines Wortes weicht häufig von 
der wissenschaftlichen etwas ab, namentlich in der Begriässchärfe. 
Dort darf oft ein gut Stück von der Strenge abgelassen werden, 
hier aber nicht, denn hier soll jeder Begriff eine ganz bestimmte 
Stelle haben. 

Man zieht daher die Einteilung vor in Grundbegriffe, welche man 
ausdrücklich als bekannt zugrunde legt (Newton sagt z. B.: Raum 
und Zeit als allen bekannt erkläre ich nicht), und in abgeleitete Begriffe, 
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welche ihre Bedeutung^ erst durch Erklärungen oder Definitionen zu 
erhalten haben. 

29. Raum, Zelt, Materie. Ruhe und Beweg'ung- sind nicht vorstellbar 
ohne räumliche und zeitliche Bestimmungen, die einem Körper an- 
haften. Wo und wann bewegt er sich? Die Mechanik bezeichnet 
daher nach G. Kirchhoff Raum, Zeit und körperliche Materie als 
ihre drei ersten Grundbegriffe, die ,zur Auffassung einer Bewegung 
notwendig, aber auch ausreichend sind". 

Jedem von ihnen sind andere Begriffe untergeordnet, die man 
sehr wohl als räumliche, zeitliche und materielle Grundbegriffe be- 
zeichnen kann. Mit ihnen geht die Mechanik ans Werk. 

30. Raum und Zeit Die Geometrie ist nicht induktiv, sondern 
deduktiv, weil alle ihre Gebilde, so manigfakig sie sein mögen, und 
ihre Eigen Schäften aus einer geringen Zahl von Grundbegriffen, wie Punkt, 
Gerade, Strecke, Ebene und von Axiomen oder Grundurteilen folgen. 

Die reine Lehre von der Zeit gilt ihrer Einfachheit wegen nicht 
als besondere Wissenschaft, Sie ist a priori wie die Geometrie und 
gleicht ihr vollständig, wenn man sich auf eine Gerade einschränkt. 
Jedem Punkt entspricht ein Zeitpunkt, ein Augenbhck ohne Dauer. 
Jeder Strecke entspricht ein Zeitabschnitt (Zeitspanne, Zeitstrecke, Zeit- 
raum, Zeitintervall, auch Zelt schlechthin). Auch die beiden entgegen- 
gesetzten Richtungen sind vorhanden, sie gehen von der Vergangenheit 
zur Gegenwart und Zukunft und zurück. So erscheint die Lehre von 
der Zeit wie eine Geometrie von einer Dimension [168]. 

31. Die Materie. Unsere Kenntnis von der Materie ist noch nicht 
so erschöpfend, daß ihre Eigenschaften sämtlich aus einfachen Gnmd- 
eigenschaften abgeleitet werden könnten. So unbeugsam starr wie die 
räumlichen und zeitlichen sind daher die materiellen Grundbegriffe 
noch nicht geworden. 

Sie verteilen sich auf alle Naturwissenschaften und gehören oft 
mehreren an. Warm, kalt, elektrisch, magnetisch sind zweifellos 
physikalisch; fest, flüssig, luftförmig physikalisch und mechanisch. 
Aber bei der Umschau nach solchen materiellen Grundbegriffen der 
Mechanik, die auf alle Körper anwendbar sind, wird man nur zwei 
antreffen: die Kraft und die Masse. 

32. Die Kraft Die an einem Körper angreifende, ihn bewegende 
Kraft, wie Gewicht, Zug, Druck, Anziehung, Abstoliung, ist von 
den ersten Anfangen der Mechanik bis zur Vollendung ihrer Grund- 
lagen durch Newton ohne jeden Zweifel an ihrer Realität als Grund- 
begriff genommen worden. 
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Ihre objektiven Merkmale sind Stärke oder Größe und Richtung. 

33. Poinsot sagt hierüber: „Schon von frühester Kindheit be- 
kommen wir die Begriffe von der Richtung; der Kraft und ihre Stärke. 
Das Gefühl der Schwere, welche uns immer nach einer Seite zieht, 
der Anblick eines Körpers, welcher fällt oder an einem Faden auf- 
g^ebängt ist, der Unterschied der Gewichte, den wir durch die bloße 
Hand wahrnehmen und eine Meng^e ebenso einfacher Erscheinungen 
verschaffen uns von der Richtung- und Stärke einer Kraft Begriffe, 
welche ebenso unbestreitbar sind als das Bewußtsein unseres Daseins." 

34. Dem Kraftbegriff liegt der aus ung-ezahlten Erfahrungen 
erhärtete Schluß zugrunde, daß Ruhe und Bewegung eines Körpers 
durch andere Körper beeinflußt werden. Wenn ein Gegenstand frei- 
schwebend losgelassen wird, so fallt er zur Erde. Also, so schließen 
wir, wird seine Lage von der Erde in der Richtung nach unten be- 
einflußt. Legt man ihn aber auf den Tisch, so bleibt er liegen. Also, 
so schließen wir, wird er durch den Tisch am Fallen verhindert. Wenn 
das Pulver Pulver bleibt, bleibt das Geschoß im Rohr. Wenn es aber 
angezündet sich in Gase verwandelt, kommt das Geschoß aus der 
Mündung heraus. Also, so schließen wir, wird seine Bewegung durch 
die Pulvergase bedingt oder beeinflußt. 

Bewegende Kraft aber ist ein Maß dieses Einflusses, von dem die 
Mechanik fordert, daß es nach Größe und Richtung bestimmbar sei. 

35. Subjektive Merkmale der Kraft Eine Kraft, die wir selbst absicht- 
lich ausüben, ist stets mit einer Willensregung und einer Muskel- 
anstrengung verbunden. Es ist unleugbar, daß diese subjektiven Merk- 
male wie ein Gleichnis in dem allgemeinen Kraftbegriff nachwirken, 
was aus unzähligen Redewendungen hervorgeht, z. B.: Der Dampfer 
muß schwer gegen die reißende Strömung ankämpfen. 

In alten Lehrbüchern wird die Kraft- symbolisch dargestellt durch 
eine Hand, welche an einem Stricke zieht. Doch das ist nur ein Bild, 
denn der Mechanik kommt es auf die objektiven Merkmale, auf 
Stärke und Richtung an. 

36. Wenn umgekehrt auf uns eine Kraft ausgeübt wird, so 
empflnden wir Druck oder Zug, welche sich bei sehr großen Kräften 
bis zum Gefühl des Zwanges steigern können ; oder auch einen 
Widerstand, wenn nämlich die Kraft als Reaktion gegen unsere eigene 
Anstrengung erscheint: der Druck der Klinke auf die Hand beim 
Offnen der .Tür. 

Auch diese subjektiven Merkmale werden mehr oder weniger dem 
allgemeinen Kraftbegriff gl eichnis weise beigelegt, wenn wir von dem 
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Druck eines Körpers, dem Zug eines Fadens oder von widerstehenden, 
hemmenden Kräften reden. Ja, der Zwang', insbesondere der voli- 
kommene Zwang- [720] besteht in der Mechanik durchaus zu Recht, 

37. Die Masse. Die Masse eines Körpers ist seine Stoffmenge oder 
vielmehr ein auf alle Körper anwendbares Größenmaß derselben. Euler 
sagt, sie sei die „Menge des Trägen". 

Die Stoffmeng-e ist uralt, wie die Kraft; der Massenbegriff aber 
nicht, wenigstens nicht in seiner heutigen Grestalt. Erst Newton hat 
ihn in die Mechanik als massa eingeführt, denn vor ihm waren Masse, 
Gewicht und Schwere beinahe einerlei, wie sie auch jetzt noch ge- 
wöhnlich einerlei sind, nur in der Mechanik nicht [128]. 

38. Abgeleitete Begriffe. Alle anderen Begriffe der Mechanik, außer 
Raum, Zeit, Masse, Kraft, gelten heute ohne Ausnahme als abgeleitete 
Hilfsbegriffe, mögen sie auch, wie z. B. Geschwindigkeit und Be- 
schleunigung, beinahe so wichtig sein wie die Grundbegrifie selbsL 

Dieser Unterschied war früher nicht so scharf ausgeprägt Jetzt 
aber hält man an ihm mit Entschlossenheit fest und wahrlich nicht zum 
Schad.en für Klarheit und Ordnung. 

39. Phoronomlsche Begriffe. Sie entstehen aus Raum und Zeit und 
dienen zum Ausdruck zeitlicher Veränderung räumlicher Lage [23]. 
Hierher gehören zu allererst Geschwindigkeit (Verhältnis von Weg zu 
Zeit) und Beschleunigung (Verhältnis von Geschwindigkeit bzw. Ge- 
schwindigkeitsänderung zur Zeit), femer Verschiebung oder Trans- 
lation, Drehung oder Rotation, Gleiten, Rollen, Verlängerung, Ver- 
kürzung, Verzerrung usw. 

Die meisten sind zwar allbekannt, aber sie müssen doch erst zu 
mathematisch scharfen Begriffen ausgeprägt werden, was im vierten 
Abschnitt geschehen wird. 

40. Formal-reale Begritle. Aus Kraft und Raum entstehen: Drehungs- 
moment (Kraft X Abstand), mechanische Arbeit (Kraft X ^^S)^ Kräfte- 
funktion oder Potential. Aus Kraft und Zeit entspringt der Kraft- 
antrieb oder der Impuls. 

Aus Masse und Raum entstehen die sog. massengeometrischen 
Begriffe (§ 23 und § 24), wie: Dichte, Massenmoment, Schwerpunkt, 
Trägheitsmoment usw. Aus Masse und Zelt sind bisher noch keine 
Hilfsbegriffe gebildet worden. Auch nicht aus Masse und Kraft. 

41. Diese abgeleiteten Begriffe sind mit den Grundbegriffen und 
miteinander zu weiteren sehr wichtigen Begriffen verbunden worden: 
so z. B. Masse und Geschwindigkeit einerseits zur Bewegungsgröße, 
andererseits zur lebendigen Kraft, in denen nun Zeit, Raum und Materie 
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vereinigt sind. Femer Arbeit und Zeit zur Arbeitsleistung, Raum und 
BewegTingsgröße zum Moment der BewegungsgrÖße, lebendige Kraft, 
Potential und Zeit zur Wirkung {von Hamilton) usw. 

42. Die meisten der bishergenanntenHilfsbegriffe werden griindlich 
abgehandelt werden. Außer ihnen sind besonders in Einzelgebietea 
noch viele andere Kunstausdrücke als termini technici aufgestellt 
worden, um wichtige Verknüpfungen von Begriffen durch ein Wort 
selbständig zu machen. 

Hat es von vornherein wissenschaftHches Gepräge, wie z. B. 
„astatisches Gleichgewicht," so Hegt seine Bedeutung jedermann kennt- 
lich nur in seiner Erklärung oder Definition. Wird es aber der Um- 
gangssprache entnommen, so lasse man sich nicht verleiten, der gewöhn- 
lichen Bedeutung [88] ein Zugeständnis zu machen, wenn sie etwa ab- 
weicht. Denn sonst erkennt man die Grundlagen der Mechanik nur 
undeutlich, wie eine Landschaft im Nebel und nicht in hellem Sonnen- 
schein. 



§ 3. Die Gesetze der Mechanik. 

43. Oeseize der Mechanik. Erste Aufgabe der Mechanik ist die Auf- 
findung von mechanischen Gesetzen, die nicht nur hier oder da, sondern 
allgemein gelten. Unter ihnen ist wieder zu unterscheiden zwischen 
Grundgesetzen und abgeleiteten Gesetzen, 

Diese Unterscheidung entspricht ganz derjenigen der Begriffe [28]. 
Sie zieht sich eben wie ein roter Faden durch alle strengen Wissen- 
schaften vmd schafft Ordnung, Klarheit und Übersichtlichkeit. 

44. Onindoesetze. Man kennt vier Grundgesetze der Mechanik, keines 
mehr, keines weniger. Sie sind: 

L der Satz von der Unveränderlichkeit der Masse; 
IL der Satz vom Parallelogramm der Kräfte; 
in. der Satz von der Aktio und Reaktio oder Wirkung und 

Gegenwirkung; 
IV. die Grund gl eichung der Mechanik oder das Beschleunigungs- 

gi'setz. 
U und IV haben Grenzfälle [2], die in [48] und [6i] als IIa und 
IIb sowie IVa und IVb angeführt worden sind. 

45. Das erste Srundgeseb. Die Masse eines Körpers bleibt dieselbe, 
wie auch physikalischer und chemischer Zustand, Volumen und Lage 
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sich ändern mögen. Aus i kg- Eis wird durch Schmelzen i kg Wasser, 
aus diesem durch Verdampfen i kg Wasserdanipf oder durch Zersetzung 
I kg Knallgas. 

Gemeint ist die Masse, die Stoffmenge, Nicht gemeint ist die 
Schwere, das Gewicht. Derselbe Körper ist am Äquator „leichter" 
als in der Nähe der Pole. 

46. Kein Stoffteilchen, und sei es noch so klein, kann verloren 
gehen oder aus nichts entstehen. Eben dieses landläufige Urteil wird 
in der Wissenschaft zum Gesetz von der Un Veränderlichkeit der Masse, 
das unzähiigemal geprüft und für richtig befunden worden ist 

Die Chemie hat freilich lange kämpfen müssen, ehe das Stahl'sche 
Ph logiston wieder aus ihr verschwand. Erst die genauen experi- 
mentellen Untersuchungen Lavoisier's über die Verkalkung der 
Metalle und seine hierauf gegründete Oxydationstheorie entfernten 
die Hindernisse, welche der Anerkennung des Sat7,es von der Erhaltung 
der Masse entgegenstanden. 

47. Das zweite Grundgesetz. Greifen 
zwei Kräfte an demselben materiellen 
Punkt, d. h. an einem beliebig klein 
gedachten Körper A an, so können 
sie in jeder Hinsicht ersetzt werden 
durch eine dritte an A angreifende "* . " 
Kraft, welche man ihre Resultante 

oder Mittelkraft nennt. Stellt man die Kräfte wie üblich durch 
Strecken dar, so stimmt die Resultante überein mit der Diagonale 
des aus den beiden gegebenen Kräften gebildeten Parallelogramms. 

Für mehr als zwei Kräfte siehe [17t)], 

4S. QreHtÜlle des zweiten Gesetzes. Wenn die beiden Kräfte gleiche 
oder entgegengesetzte Richtung haben, so entsteht kein eigentliches 
Parallelogramm mehr, da seine vier Seiten in eine Gerade fallen. 
Satz II nimmt einfachere Formen an. 
IIa. Erstens; Wenn zwei 

Kräfte auf einen Punkt in j, f ^ f 

gleicher Richtung wirken, c A DB 

so wirkt ihre Resultante ' 1 1 1 

in derselben Richtimg und B A C 

ist so groß wie beide zu- v , \ 

. Es ist AD = AB '^' "■ ' *"■ 




-\-AC Fig. la. Zweitens; Sind sie entgegengesetzt gerichtet, so wirkt 
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die Resultante in der Richtung der absolut größeren und ist so gjoii 
wie ihr Unterschied. Es ist AD = AB— AC Fig. 1 b. 

IIb. Wenn zwei gleich starke Kräfte auf denselben Punkt und 
in entgegengesetzter Richtung wirken, so verschwindet die Resultante. 
Man sagt dann: die beiden Kräfte heben sich auf oder sie vernichten 
sich oder sie halten sich das Gleichgewicht Fig. Ic. 

49. Diese Grenzfälle gelten von jeher für unbestreitbar richtig, 
Andeutungen über den aligemeinen Fall will man schon in einei: 
Stelle aus Aristoteles [6] finden. Seine Richtigkeit geht aus 
Stevin's genialen Betrachtungen über die schiefe Ebene hervor; 
wen^stens für auf einander senkrechte Kräfte, 

Klar und scharf ist der Satz vom Kräfteparallelogramm aber erst 
von Newton (1687) und ziemlich gleichzeitig von Varignon hin- 
gestellt worden. Doch ist des letzteren Werk „Nouvelle M^canique 
ou Statique", in welchem übrigens die Grundzüge der heutigen elemen- 
taren Statik schon fast vollständig enthalten sind, erst nach seinem 
Tode erschienen (1726). 

50. Dort findet man auch den ersten experimentellen Beweis durch 
drei sich das Gleichgewicht haltende Kräfte, deren Winkel an einem 
geteilten Kreis abgelesen werden können. Noch einfacher ist der 
heute übliche Vorlesungsbeweis, den Ball in seinen Experimental 
Mechanics angegeben hat. 

Drei an den Enden Gewichte P, Q, R tragende Fäden, von denen 
zwei über feste Rollen S und T gelegt sind, während der dritte frei 
herunterhängt, gehen von einem Knotenpunkt aus, der sich in A ein- 
stellen möge. Man zeichne auf ein Blatt Papier ein Parallelogramm, 

dessen Seiten ^ P und Q und dessen 

5(Uj^ . Q . y^T Diagonale = R sind und halte es 

r ^-v,. ] y-" ; "■..i/^ so hinter die drei Fäden, daß der 

I '^\i/^' Schnittpunkt mit A zusammenfällt 

^LJ I jvl 1 und die Diagonale AD vertikal nach 

I j j oben geht. Alsdann fallen stets 

JL Ue die Seiten AB = P und AC = Q 

i — I in die Richtungen der Fäden, 

j,. ^ Mithin stellen AB und AC 

die Fadenspannungen der beiden 
schrägen Fäden sowohl der Größe als auch der Richtung nach dar, 
während A D zwar die Größe der Spannung des dritten Fadens, aber 
in umgekehrter Richtung wiedergibt. Alle drei Spannungen halten 
sich das Gleichgewicht, da A in Ruhe ist. Folglich ist A D die Re- 
sultante von AB und AC D.3nz.<J.;> L.ÜOt^lC 
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51. DaDiel BernouHi, Poisson, d'Alenibert und andere haben 
auch mathematische Beweise gegeben, indem sie von den selbstver- 
ständlichen Grenzfällen IIa und IIb ausgingen und einige ebenso selbst- 
verständliche Annahmen hinzufügten, wie z. B. daß die Resultante 
zweier gleicher Kräfte ihren Winkel halbieren müsse. 

Solche Beweise waren früher sehr beliebt. Sie scheinen aber 
nur überzeugTingskräftiger zu sein als experimentelle Beweise, Denn 
sie nehmen in jenen Selbstverständlichkeiten das Behauptete wesent- 
lich schon in die Annahme hinein, wie z. B. Mach in seiner Mechanik 
scharfsinnig erläutert hat. 

52. Das dritte Grundgesetz. Das Prinzip der Aktio und Reaktio. 
Wenn ein Körper A auf einen Körper B eine Kraft ausübt, so übt 
auch B auf A eine gleich große, aber entgegengesetzt gerichtete 
Kraft aus. 

Jeder Körper gibt jede auf ihn "wirkende Kraft in gleicher Stärke 
zurück. Drückt der Stein auf den Tisch nach unten, so drückt der 
Tisch auf den Stein gleich stark nach oben. Zieht das Pferd an 
dem Wagen, so setzt der Wagen dem Pferd einen „Widerstand** ent- 
gegen. Zieht der Magnet das Eisen an, so zieht das Eisen den Mag- 
neten an mit gleicher Kraft usw. 

53. Was befähigt uns zu gehen oder zu schwimmen? Was den 
Vogel zu fliegen? Die eigene KÖrperkraftP Nein und ja! Nein, wenn 
man nur an diese selbst als Aktio, ja, wenn man an die unfehlbar auf- 
tretende Reaktio denkt Kein Körper, also auch kein Lebewesen, kann 
auf sich selbst eine Kraft ausüben. Also üben wir instinktiv Kräfte 
auf die uns umgebenden Körper aus, damit nach der Reaktio Kräfte 
auf uns ausgeübt werden. Do, ut des. 

Wenn wir gehen, stoßen wir mit den Füßen nach rückwärts 
und werden daher vom Boden nach vorwärts gestoßen. Beim Schwim- 
men drücken wir mit Armen und Beinen das Wasser nach hinten, 
damit es uns nach vorn drücke. Ebenso gebraucht der Vogel seine 
Flügel. 

54. Daß ein so wichtiges, täglich tausendmal erprobtes Natur- 
gesetz trotzdem Jahrtausende hindurch als abstrakte Erkenntnis nicht 
bemerkt worden ist, liegt, so sonderbar es klingen mag, an seiner 
handgreiflichen Geltung. 

Was immer und unter allen Umständen geschieht, wird am 
wenigsten beachtet, wird sozusagen überhaupt nicht gesehen. Nur 
das Genie faßt das Altgewohnte frisch und ursprünglich auf, als etwas, 
das erst erkannt werden muß. So war es auch hier. Das Prinzip der 
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Aktio und Reaktio ist erst von Newton als ein wahrhafüji^es Grund- 
g'esetz der Mechanik aufgestellt worden. 

55. Ausnahmen sind stets nur scheinbar, subjektiv manchmal 
richtig-, objektiv immer falsch. Zum mindesten liegt der Fall dann 
30, daß die Reaktio augenscheinlich schwer oder gar nicht nachweis- 
bar ist. 

Die Erde zieht den Stein an. Wo ist die Reaktio? Das Gewicht 
des Steines ist die Resultante aller Anziehungen, welche alle Teile 
der Erde auf den Stein ausüben. Also verteilt sich die Reaktio auch 
auf alle Teile, so daß auf jeden nur unmerklich wenig kommt. Man 
denke sich vergleichsweise statt des Gewichtes 1 kg Gold und das 
andere Kilogramm Gold in der Erde fein verteilt. Kein Chemiker 
würde von letzterem die kleinste Spur nachweisen können. 

56. Auch die übliche Unterscheidung der einen Kraft (oder ihrer 
Wirkung) als Aktio von der andern als Reaktio ist nur auf subjektive 
Merkmaie gegründet. Der Druck der Haud auf die Türklinke beim 
Offnen der Tür ist für uns die Aktio und in dem Gegendruck der 
Türklinke auf die Hand sehen wir die Reaktio, die wir unserer ^.aktiven" 
Kraft als „passiven" Widerstand gegenüberstellen. 

In Wahrheit sind Aktio und Reaktio beide stets zugleich da, beide 
gleich groß, beide entgegengesetzt gerichtet. So bedingen sie sich 
gegenseitig, das ist der objektive Tatbestand. 

57. Was wir eine auf einen Körper ausgeübte Kraft nennen, ist 
meist ein ganzes Kraftbündel, dessen Elementarkräfte auf seine kleinsten 
Teile, auf seine materiellen Punkte wirken. Man muß daher streng 

genommen das Prinzip der 

i -/ .). <.. ^ j£. Aktio und Reaktio wie folgt 

g, jI B Kz ausdrücken: Wenn ein mate- 

* ' \ ' *■ rieller Punkt A auf einen ma- 

^'^' ^' teriellen Punkt B eine Kraft K^ 

ausübt, so übt auch B auf A eine Kraft K, aus. Beide Kräfte 
sind gleich groß, entgegengesetzt gerichtet und wirken in der Ver- 
bindungslinie der beiden Punkte oder in der Verlängerung. 

Die KräfiJe sind also entweder beide anziehend oder beide 
abstoßend. 

58. Das vierte Grundgesetz. Satz IV ist die Gmndgleichuiig der 
Mechanik: 

Kraft = Masse )\ Beschleunigung 

K = m.g 

K K 

oder : m = — , g ^^^ — . 
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Die BeschleuDJg-ung-, welche ein Körper durch Einwirkung- einer 
Kraft erfährt, ist der Stärke der Kraft direkt und seiner Masse um- 
g-ekehrt proportional. Hinzuzusetzen ist noch, daß die Beschleunigung', 
deren Begriff noch scharf gefaßt werden muli (§ 16 und § 17), stets 
in der Richtung- der Kraft erfoIgfL 

59. Änderung der Bewegung. Galilei hat zuerst die Frag-e aufgeworfen, 
ob eine Kraft auf einen ruhenden Körper anders wirke als auf einen 
schon bewegten Körper, wobei unter Wirkung die Änderung der 
Bewegung, also im ersten Falle die erlangte Bewegung selbst, ver- 
standen wird. Seine Antwort lautete: 

Ob der Körper in Ruhe war oder irgendeine Bewegung schon hatte, 
ist für die Änderung der Bewegung ganz gleichgültig. Sie erfolgt 
stets in der Richtung der Kraft und ist ihrer Stärke proportional. 

Damit war die Gnindgleichung im wesentlichen entdeckt. 

60. Die Geschwlndl^eltsänderung. Fin Körper von der Masse ni habe 
in irgendeiner Zeit /\,t, während welcher auf ihn eine Kraft K von 
unveränderlicher Stärke und 

Richtung gewirkt hat, die Bahn 
A B beschrieben. Die Anfangs- 
geschwindigkeit V und die End- 
geschwindigkeit V,, welche als 
Strecken in A und B tangential 
einzutragen sind, verschiebe man 
so,daßsievon demselben Punkte O 
ausgehen Fig. 4 a. Dann mißt 
die Strecke PP, die Änderung 
der Geschwindigkeit, sowohl der 
Größe wie der Richtung nach. 
Sie werde A v genannt 

61. Von diesem /\v hat Galilei nun [26] gezeigt: 

1. /\v hat dieselbe Richtung wie die Kraft K; 

2. A" ist der Kraft K proportional; 

3. /\v ist der Zeit /\t proportional; 

4. A^ 'S' <^^'' Masse m umgekehrt proportional. 
Die Sätze 2, 3, 4 kann man bei passender Wahl der Ein- 
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tKJten [141] zu der einen Formel zusammenziehen: 
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Der Bruch -^— ist aber (§17) identisch mit der Beschleunigung- g-. 

Daher endlich: 

K = mg. 

63. Der Sinn des vierten Grundgesetzes ist nun wohl hinreichend 
klar. Es bleibt auch dann richtig-, wenn, der gemachten Annahme 
entgegen, Grröße und Richtung der Kraft K sich allmälig andern. 
Nur muß man immer die augenblickliche Stärke der Kraft und 
die augenblickliche Größe der Beschleunigfung einsetzen. 

Von dem augenblicklichen Wert der Masse zu reden, ist über- 
flüssig, da sie nach dem ersten Grundgesetz unveränderlich bleibt. 

64. Die Trfigheltsgesetze. Das vierte Grundgesetz hat zwei Grenz- 
fälle, von denen der erste wieder ein Grenzfall des zweiten ist. Sie sind: 

IVa. Wenn ein Körper in Ruhe ist und auf ihn keine Kraft 
wirkt, so bleibt er in Ruhe. 

IV b. Wenn auf einen bewegten Körper keine Kraft wirkt, so 
ändert er seine Bewegung nicht, d. h. er bewegt sich mit der Ge- 
schwindigkeit, welche er hatte, geradlinig und gleichförmig weiter, 

IVa ist das „selbstverständliche" Trägheitsgesetz für die Ruhe. 

IV b aber, das auf die Bewegung- erweiterte Trägheitsgesetz, war 
eine wirkliche Entdeckung, da alle scheinbar sich selbst überlassene 
Bewegung zur Ruhe zu kommen pflegt [807]. Weil dies aber um so 
langsamer geschieht, je kleiner man Reibung und andere Wider- 
stände macht, so entschloß sich Galilei zu dem letzten Schritt und 
sagte: Wenn es möglich wäre, die Widerstände ganz zu entfernen, 
so würde die Bewegung etwa der rollenden Kugel ganz aufhören, 
geringer zu werden. Sie würde immer dauern. 

66. Der Zustand der Ruhe und der Bewegung ändert sich nach 
rVa und IVb nie „von selbsf, sondern nur durch „äußere" Ein- 
wirkung. Die körperliche Materie ist eben träge. 

Das Wort Trägheit ist von Kepler in die Mechanik eingeführt 
worden, der gelegentlich von der Trägheitskraft (vis inertiae) spricht 
vgl. [567], Statt Trägheit sagt man auch Beharrungsvermögen. 

Aus IV ergibt sich ein Satz, der IV a begrenzt und von der 
Statik zur Dynamik überleitet Er lautet : Wenn ein Körper in Ruhe 
ist und auf ihn eine Kraft wirkt, so bleibt er nicht in Ruhe, sondern 
fSngl an, sich in der Richtung der Kraft zu bewegen. 

66. Die vier Grundgesetze haben manche Folgerungen, die zu 
einfach sind, um sie als abgeleitete Gesetze zu bezeichnen. Es ist 
aber doch nützlich, einige von ihnen hervorzuheben; z. B.: Wenn auf 
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zwei Körp«: g-Ieiche Kräfte K und K, wirken, so verhalten sich die 
Beschleunig^ung^en g und g', umgekehrt wie die Massen m und m,. 
Folgt aus IV. Es ist: 

K = ni-g. K, = m,.g. 
also, da K =: K^ sein soll : 

1 1 

m.g=mi-g,; gigi = m, : m= — : — . 

Im besonderen sind die Beseht euoigung-en nur dann einander 
gleich, wenn auch die Massen einander gleich sind. So ist es eine 
alltägliche Erfahrung, daß durch die gleiche Kraft ein kleiner Körper 
schneller in Bewegung gesetzt wird als ein großer. 

67. Wenn zwei Körper gleiche Beschleunigungen erhalten, so 
verhalten sich die Kräfte K und K, wie die Massen m und m,. Es ist: 

K = m-g, Ki=m, .gl 
also, da g^g, sein soll : 

K:K, = m:ni,. 
Bei gegebener Beschleunigung ist also die Kraft ein proportionales 
Maß für die Masse und umgekehrt Ein äußerst wichtiger Fall hier- 
für ist Schwere oder Gewicht und Masse. Alle Körper fallen an 
demselben Ort gleich schnell, d. h. mit derselben Beschleunigung. 
Folglich ist Gewichtsvergleichung auch Massenvergleichung [129]. 

68. Wenn der Kaufmann auf die eine Wagschale die Gewichte 
und auf die andere Wagschale so viel von der Ware legt, bis die 
W^e im Gleichgewicht ist, so prüft er nach den Grundsätzen der 
Statik, ob die auf beiden Wagschaleu liegenden Körper gleich ^.schwer" 
sind. Wäre er in der Mechanik bewandert, so würde er sagen: 
Hieraus folgt an sich nicht die Gleichheit der Massen. Es gehört zu 
diesem Schluß noch die zweite Voraussetzung, daß beide Korper 
gleich schnell fallen, wenn man sie frei fallen läßt. 

Er würde ferner sagen. Eine völlig statische Massenvergleichung 
ist überhaupt nicht möglich, da die Masse in keinem einzigen atatischen 
Prinzip vorkommt (ebensowenig wie die Zeit). Es muß immer ein 
dynamischer Satz zu Hilfe genommen werden. 

69. Um eine meßbare Änderung der Bewegung hervorzurufen, 
ist stets Zeit erforderlich. Sie ist der Kraft umgekehrt und der Masse 
direkt proportional. Denn es ist [62] 

K = m.g = m Al, also: At = Av-^. 

Damit ist der Satz bewiesen, denn die Masse steht im Zähler und 
die Kraft im Nenner. Mag daher die Masse noch so klein oder die 
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Kraft noch so gjoß sein, eine, wenn auch sehr kurze Zeit muß ver- 
gehen, ehe eine meßbare Änderung der Geschwindigkeit erfolgt. 
Bremsen, welche den Zug augenblicklich zum Stillstehen bringen, gibt 
es nicht und kann es nicht geben. Das G-eschoB erhält seine ge- 
waltige Geschwindigkeit im Rohr erst nach und nach, wenn auch im 
ganzen in einem Bruchteil einer hundertel Sekunde usw. 

Umgekehrt; Sei die Masse auch noch so groß oder die Kraft 
auch noch so klein, endlich wird eine meßbare Änderung der Ge- 
schwindigkeit eintreten. Bei spiegelglatter See und völliger Wind- 
stille würde ein einziger Mann den größten Ozeandampfer durch 
Ziehen am Seil in Bewegung setzen können und wenn es Stunden 
dauerte, ehe es merklich wird. 

Man sagt wohl auch, die größere Masse habe das größere Be- 
harrungsvermÖgen, die größere Trägheit Vgl. Eulers Ausspruch [37]. 

70. Erstes und viertes Gesetz. Wenn die auf einen Körper wirkende 
Kraft stärker oder schwacher wird, so wird auch die Änderung der 
Bewegung d. h. die Beschleunigung, in demselben Verhältnis stärker 
oder schwächer. 

Folgt aus I und IV. Die Kraft möge in zwei Zeitpunkten die 
Werte K und Kj und die Beschleunigung die Werte g und g, haben. 
Da nach I die Masse konstant ist, so folgt aus IV: 
K ^ m ■ g; K, =^ m ■ g, , also : 
K:K,=g:g,., q-e-d. 
Für einen gegebenen Körper ist daher die Beschleunigung, welche 
er erfährt, ein proportionales Maß der auf ihn wirkenden Kraft und 
umgekehrt. 

71. Zweites und viertes Gesetz. Wenn nicht eine, sondern beliebig 
viele Kräfte auf einen Körper wirken, so muß nach U ihre Resultante 
in rV eingesetzt werden. Halten sie sich das Gleichgewicht, so wird 
die Bewegung nicht geändert Im besonderen bleibt dann die Ruhe 
erhalten und umgekehrt, so daß die Statik oft geradezu als die Lehre 
vom Gleichgewicht der Kräfte erklärt wird. 

Nachdem der Zug sich in Bewegung gesetzt hat, wird seine Be- 
schleunigung bald merklich kleiner, weil die Zugkraft der Lokomotive 
dieselbe bleibt, während der Luftwiderstand wächst. Ist die Ge- 
schwindigkeit so groß geworden, daß Luftwiderstand und Reibung an 
den Schienen die Zugkraft aufheben, so hört auch die Beschleunigung 
auf und die Bewegung wird gleichförmig, als ob überhaupt keine 
Kraft wirkte. 
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72. OrlttBS und viertes Gesetz. Wenn zwei Körper aufeinander Kräfte 
ausüben, so verhalten sich die Beschleunig'uo^en umgekehrt wie die 
Massen und sind entgegeng'esetzt gerichtet. Denn nach HI sind die 
Kräfte gleich groß und entgegengesetzt gerichtet. Der Satz ist also 
nach [66] richtig. 

Es kann nicht ausdrücklich genug gesagt werden, daü das Prinzip 
der Aktio und Reaktio die Gleichheit der Kräfte, aber nicht der Be- 
schleunigungen behauptet. Bei dem Zusammenstoß zweier ungleicher 
Kugeln ändert die kleinere ihre Bewegung mehr als die größere. Sonne 
und Erde ziehen sieb gleichstark an, und doch ist die Beschleunigung, 
welche die Erde erhält, über 300000mal so groß wie die, welche die 
Sonne erhält Denn die Erdmasse ist über SOOlXIOmal so klein wie 
die Sonnenniasse. 

73. Der aufmerksame Leser wird in diesem Buch noch manche 
einfache Folgerungen aus den vier Grundgesetzen verstreut finden 
und auch bemerken, daß das vierte Gesetz die übrigen an Wichtig- 
keit überragt. In ihm allein laufen die vier Grundbegriffe der Mechanik, 
Raum, Zeit, Kraft, Masse, wie in einem Hauptknotenpunkt zusammen 
und in ihm allein ist von der Bewegung selbst die Rede oder doch 
von der Beschleunigung, welche ihre Veränderlichkeit mißt. 

Es ist das Hauptgesetz, von dem Euler gelegentlich sagt, daß ia 
ihm die ganze Mechanik eingeschlossen sei. 

74. Abgeleitete Gesetze. Wie die Geometrie, von ihren Axiomen aus- 
gehend, ihre Lehrsätze beweist, so leitet die Mechanik aus ihren Grrund- 
gesetzen andere ebenso allgemeine und überaus wichtige Gesetze ab 
zur leichteren Behandlung statischer und dynamischer Aufgaben. 

In der Entwicklung ist sie aber durchaus nicht so systematisch 
vorgegangen, sondern hat öfter mit Grundgesetzen und abgeleiteten 
Gesetzen gewechselt Daß dies möglich sein kann, liegt auf der Hand. 
Wenn C aus A und B, aber auch B aus A und C folgt, so kann man 
A und B zugrunde legen und C ableiten oder A und C zugrunde 
legen und B ableiten. 

75. Die wichtigeren abgeleiteten Gesetze, wie die Schwerpunkts- 
satze, die Flächensätze, der Satz von der lebendigen Kraft usw. werden 
später entwickelt werden mit allem, was zu ihrem Verständnis gehört. 

Zu ihnen treten noch andere, meist formal mathematische Me- 
thoden und Prinzipien in großer Zahl, die teils der elementaren, teils 
der höheren Mechanik angehören und bis zu den höchsten und 
schwierigsten Problemen hinaufführen. Es versteht sich von selbst, 
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daß ein elementares Buch, wie dieses, sich hierin Schranken auferleg-en 
muß. Es braucht aber nicht so zu geschehen, daß nicht geleg-entlich 
ein Blick über sie hinaus geworfen werden könnte. 



§ 4. Die Kraftgesetze. 

76. Alle im vorigen Paragraphen erwähnten Gesetze, Prinzipien und 
Methoden würden als leere Formen der Wirklichkeit entrückt sein ohne 
Kraftgesetze, durch welche die Kräfte bestimmt werden, mit denen die 
Körper unter gegebenen Bedingungen der Lage, der Bewegung oder 
des physikalischen (und chemischen) Zustandes aufeinander einwirken. 

Was sich hierüber ganz allgemein sagen läßt, ist vollständig in 
dem Prinzip der Aktio und Reaktio enthalten. Es bandelt sich also 
jetzt um besondere Kraftgesetze, die aber trotzdem in manchen Ge- 
bieten ausschlaggebend sein können, wie z. B. das Gesetz der Schwere 
in der Theorie der Bewegung der Weltkörper, 

77. Die Schwere. Alle irdischen Körper sind schwer, haben Ge- 
wicht Sie werden von der Erde angezogen mit einer Kraft, welche 
ihrer Masse proportional ist, so daß (an demselben Orte) die Fall- 
beschleunigung nur einen Wert hat [67], Sie ist die uns vertrauteste 
Kraft, die wir kaum noch wegdenken können. 

Die Schwere wirkt aber auch von Weltkörper zu Weltkörper, 
sowie, wenn man von anderen Kräften, insbesondere von Molekular- 
kräften absieht, von materiellem Punkt zu materiellem Punkt in jedem 
Abstand. Sie ist dem Produkt der Massen direkt und dem Quadrate 
des Abstandes umgekehrt proportional. Siehe § 39. 

78. Elektrische und magnetische KrSfte. Dasselbe Entfemungsgesetz 
gilt auch, wie Coulomb zuerst an der Drehwage gezeigt hat, für 
elektrische und magnetische Anziehungen und Abstoßungen, die aber 
nicht den Massen selbst, sondern dem Grade ihrer Elektrisierung imd 
Magnetisierung proportional sind. 

Für bewegte Elektrizität, den elektrischen Strom und die elektro- 
magnetischen Kräfte, gelten andere Gesetze. Da sie aber nicht eigent- 
lich zur Mechanik, sondern zur Physik gehören, so soll hier von ihnen 
nicht weiter die Rede sein. 

79. Femhräfte und Nahhräfte. Die Schwere sowie elektrische oder 
magnetische Kräfte nennt man auch Femkräfte im Gegensatz zu des 
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Nahkräften, weJche nur in nächster Nähe wirksam sind und bei meß- 
baren Abständen verschwinden oder doch unmerklich, klein werden. 
Die Nahkräfte heißen auch gfanz allgemein Spannungen, die man 
als Folgen eines durch die kleinsten Teile eines Körpers hindurch- 
gehenden Spannungszustandes anzusehen gewohnt ist, der bei festen, 
flüssigen und luftförmigen Körpern sehr verschiedenen Gesetzen 
unterliegt. 

80. Elastische KrSfte. Die Spannungen in festen Körpern nennt 
man auch Kobäsion-skrafte oder elastische Kräfte. Sie zerfallen in 
Zugspannungen, Druckspannungen und Schubspannungen [91] und 
treten, wie die alltäglichste Erfahrung lehrt, bei jeder noch so kleinen 
Änderung der Größe und Gestalt auf, werden stärker, wenn diese 
Änderung — sie sei Verlängerung, Verkürzung, Verzerrung oder aus 
allen drei zusammengesetzt — zunimmt und verschwinden erst wieder 
mit ihr zugleich. 

Hooke hat dieser innigen Verbindung zwischen Deformation und 
elastischer Kraft zuerst wissenschaftliche Bedeutung verliehen durch 
sein Gesetz: „Ut tensio, sie vis", „wie die Dehnung, so die Kraft". 
Es ist durch Navier, Poisson, Lam6, St. Venant auf alle Arten 
von Deformationen und Spannungen erweitert worden zum Grund- 
gesetz für die Elastizitätslehre der „vollkommen elastischen" Körper, 

81. Vollkommene Elastizität kommt aber nicht vor, denn es gibt 
immer Grenzen, bei deren Überschreitung bleibende Formänderungen 
eintreten und das Hooke'sche Gesetz aufhört zu gelten. Allzuweit 
darf aber die Formänderung überhaupt nicht getrieben werden, weil 
der Körper zerreißt oder zerspringt, oder zerschlagen wird, kurz, die 
Stetigkeit durch Trennung in Teile verloren geht. 

Dies bedingt Grenzen der Beanspruchung des Materials durch 
das Gewicht oder andere äußere Kräfte, die für die Technik mindestens 
ebenso wichtig sind, wie das Hooke'sche Gesetz selbst. Daß der 
Dampfkessel durch den Wasserdampf etwas ausgedehnt wird, darauf 
kommt es nicht an. Die Hauptsache ist, daß er nicht platzt 

82. FlfichenkrSfte und Volumenkrfifte. Die Spannungen sind Flächen- 
kräfte, wie man sagt. Ihre spezifische Stärke wird beurteilt durch 
das Verhältnis der wirklichen Stärke zum Querschnitt So kann z. B. 
guter Stahl einen spezifischen Zug von 3000 kg*, d. h. einen Zug von 
3000 kg* für den Quadratzentimeter aushalten [126]. 

Die Schwere, das Gewicht eines Körpers aber ist der Masse, 
also bei gegebener Dichte auch dem Volumen proportional. In diesem 
Sinne nennt man die Schwere eine Volumenkraft 
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83. Mectianlsche und geometrische Ähnlichkeit. Schon Galilei hat diesen 
Unterschied sehr wohl erkannt und aus ihm eine sehr bemerkens- 
werte Folgerung- g-ezogen, daß nämlich g-eometrisch ähnliche und sich 
sonst vollkommen gleichende Körper mechfinisch sehr unähnlich sein 
können, weil die Volumina in der dritten, die Flächen aber nur io 
der zweiten Potenz zur Länge wachsen. 

Daher sind kleine Körper im Verhältnis zu ihrem Eigengewicht 
verhältnismäßig stärker als große. Wie dies gemeint ist, wird am 
besten das folgende Beispiel zeigen. 

84. Fs mag einem sehr starken Manne noch mögUch sein, eine 
kurze Zeitlang das Neunfache seines Eigengewichtes, also etwa 900 kg 
zu tragen, wenn er selbst 100 kg wiegt. Ein Riese aber, zehnmal so 
lang, breit und dick, wie jener Herkules, sonst aber genau so gebaut, 
also das nach allen drei Dimensionen des Raumes zehnfach ver- 
größerte Ebenbild, das Wievielfache des Eigengewichts könnte dieser 
Riese tragen? 

Die Antwort ist leicht. Da die Knochen, Muskeln und Sehnen 
des Riesen 10*= 100 mal so großen Querschnitt haben, wie die des 
Menschen, kann ersterer lOOmal soviel tragen, also 90000 kg. Er 
selbst wiegt aber 10*^^ 1000 mal so viel, wie der Mensch, d. h. 100000 kg. 

9 
Er kann also nur das —fache des Eigengewichtes tragen, 

8&. Da^ Verhältnis verschiebt sich aber noch sehr zuungunsten 
des Riesen, wenn man berücksichtigt, daß beide, Mensch und Riese, 
auch noch ihr Eigengewicht tragen müssen. Ersterer trägt dann nicht 
900 sondern 1000 kg. Letzterer könnte also nicht mehr als 100000 kg 
tragen. 

So groß ist aber schon sein Eigengewicht selbst. Fremdes Ge- 
wicht könnte er also überhaupt nicht mehr tragen; es wäre schon 
eine unerhörte Leistung, wenn er nur eine Minute lang aufrecht 
stände oder gar umherginge. 

86, Solche Riesen wären also auf unserer Erde „mechanisch" 
ganz unmöglich, wie wir selbst auf ihr unmöglich werden würden, 
wenn ihre Anziehung auf uns plötzlich zehnmal so intensiv wirkte. 
Dann wären erst Zwerge, zehnmal so klein wie wir, so stark, wie wir 
jetzt sind. 

Auf der Sonne ist die Schwere 28 mal so groß wie bei uns. 
Also mUßten Menschen auf ihr richtige Däumlinge sein. Auf dem 
Mond ist sie fünfmal so klein, also könnten die Menschen dort recht 
gut fünfmal so groß, mithin 9 bis 10 m lang sein. Es klingt sophistisch. 
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ist aber ehrliche mechanische Wahrheit, wenn man sagt: Die Riesen 
gehören auf die kleinen und die Zwerge auf die großen Weltkörper. 

87. Der (jaülei'sche Satz von der mechanischen Unähnlichkeit bei 
geometrischer Ähnlichkeit ist auch für die Technik sehr wichtig-. Er 
warnt den einsichtigen Erfinder, den Erfahrungen an einem kleinen 
Modell nicht allzusehr zu trauen. Er lehrt den Statiker, daß die Bau- 
werke eine gewisse, von der Festigkeit des Materials abhängende Höhe 
nicht überschreiten dürfen, wenn nicht Wände und Pfeiler den nutz- 
baren Hohlraum übermäßig verkleinem sollen. Er lehrt den Schiffs- 
bauer, daß größere Dampfer im Verhältnis zur Ladung weniger 
Maschinen kraft verbrauchen, also wirtschaftlich mehr einbringen. 

88. Der starre KSrper. Da die Deformationen oft klein, dem bloßen 
Auge unmerklich bleiben, so hat die Mechanik den Begriff des starren 
Körpers von unbegrenzter Festigkeit aufgestellt, welcher sich zwar 
durch äußere Kräfte beliebig bewegen lasse, aber durch sie überhaupt 
keine Deformation erleiden könne. 

Obgleich Starrheit oder vollkommene Festigkeit nichts anderes 
ist, als unerreichbare Grenze der elastischen Festigkeit, erscheint sie 
doch für die Mechanik in einem ganz besonderen Lichte, da es nun 
nicht mehr nötig ist, die inneren Spannungen zu berücksichtigen. 
Nicht, weil sie etwa verschwinden würden, da doch ohne sie ein 
Körper überhaupt nicht fest sein könnte, sondern weil sie zu Zwangs- 
kräften werden [742], die aus den Ansätzen von selbst herausfallen. 

Daher geht auch geschichtlich die Lehre von dem starren Körper, 
auf den beliebige äuIJere Kräfte wirken, der eigentlichen Elastizitäts- 
lehre weit voran. (Archimedes und Hooke). 

89. Das vollkommene Gas. Bei Gasen gibt es keine Zug- und keine 
Schubspannung, sondern nur Druckspannung oder Druck oder Span- 
nung schlechthin, welche, wie hieraus folgt, allseitig die gleiche ist, 
d. h. an jeder Stelle für alle durch sie gelegten beliebig klein 
gedachten Querschnitte nur einen spezifischen Wert hat [82]. 

Nach dem Boyle-Mariotte-Gay-Lussac'schen Gesetz ist bei 
einem vollkommenen Gas dieser Gasdruck der absoluten Temperatur 
und der Dichte proportional. Bei wirklichen Gasen ist dieses Gesetz 
aber nur eine Annäherung, die sogar eine solche zu sein aufhört, 
wenn der „kritische Punkt" nahe rückt. 

90. Die vollkommene Flüssigkeit. Was [89] im ersten Satz von den 
Gasen ausgesagt ist, gilt auch für Flüssigkeiten. Die anderen Satze 
werden aber ganz falsch. Eine Flüssigkeit ist vielmehr selbst durch 
starken Druck nur sehr wenig zusammendrückbar, so wenig, daß man 
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eine Flüasig-keit, die sich g^ar nicht zusammendrücken ließe, vollkommen 
nennt. 

Der innere Druck in einer vollkommenen FlOssifi^keit kann auch 
als Zwangskraft ang-esehen werden [88 und 743], als eine Kraft, welche 
eine Verminderung des Volumens verhindert, aber niemals Arbeit ver- 
richten kann. 

91. Der gewShnllGhe Druck. Außer den bisher genannten gibt es 
noch viele andere Nahkräfte. So den gewöhnlichen Druck, den 
Druck schlechthin, welchen Körper bei der Berührung senkrecht zur 
Berührungsfläche ausüben und welcher gleich dem Normaldruck der 
Körper im Innern in unmittelbarer Nähe der Druckstelle ist. 

Die aufeinander drückenden Körper können gleichen und un- 
gleichen Aggregatzustand haben. Für letzteren Fall sind gute Bei- 
spiele: 1. der Auftrieb schwimmender Körper, der (nach Archi- 
medes) gleich dem Gewicht des verdrängten Wassers ist; 2. der 
Druck des Dampfes auf den Kessel, den Zylinder und den Kolben 
oder der Druck der Pulvergase auf das Geschoß; 3, die Messung des 
Luftdruckes, von dem noch Galilei so gut wie gar keine Vorstellung 
hatte (horror vacui) durch eine Quecksilbersäule, wie es zuerst Torrice Ili 
(1643) gelehrt hat. 

92. Die Reibung. Zu dem senkrechten Druck gesellt sich fast immer 
die längs der Berührungsfläche wirkende , der Bewegfung wider- 
stehende Reibung, welche in der Mechanik eine ganz eigenartige 
Rolle spielt, die in § 33 erläutert werden wird. 

Man spricht aber auch von innerer Reibung, welche die Schwin- 
gungen der Stimmgabel auch im luftleeren Raum allmälig dämpft 
oder durch welche das sturmbewegte Meer bei eintretender Wind- 
stille allmälig zur Ruhe kommt. Auch io bewegter Luft fehlt sicher 
innere Reibung nicht ganz, wenn sie auch hier schwerer nachweis- 
bar ist, 

93. AdhSslon und Kaplllarltfit. Bei dem Versuch, feste, sich innig be- 
rührende Körper zu trennen, verwandelt sich der Druck zwischen ihnen 
oft in die entgegengesetzt gerichtete Adhäsion, welche auch bei der 
Berührung fester und flüssiger, fester und luftförmiger, flüssiger und 
luftförmiger, oder flüssiger und flüssiger, luftförmiger und luftförmiger 
Körper wirksam wird. 

Sie hat ein Analogon in der Oberflächenspannung oder Kapil- 
larität flüssiger Körper, welche die allbekannte Tropfenbildung ver- 
anlaßt und das Wasser in engen Rohren in die Höhe treibt. 

94. MolekularkrSfte. Diese flüchtige und durchaus nicht vollständige 
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Aufzählung' der Nahkräfte, ohne welche das Wesen des Körperlichen, 
seine Undurchdringlichkeit, in nichts zerrionen würde, ist keineswegs 
so einheitlich, wie es wünschenswert wäre. Uer Hauptgrund ist, daß 
Zug, Druck, Schub usw. noch nicht als letzte Elementarkräfte zwischen 
materiellen Punkten oder nach der Atomtheorie noch nicht als wirk- 
liche Molekularkräfte gelten, sondern schon Bündel von solchen oder 
deren Resultanten sind. 

Wenn man z. B. irg'eodwo im In- 
nern eines festen Körpers sich einen 
beliebig kleinen ebenen Querschnitt E 
denkt und der Kürze wegen die beiden 
Seiten dieser Ebene I und II nennt, so 
ist die elastische Kraft K,, welche von ^ 
n auf I wirkt, g^ar keine Elementarkraft, 
sondern nach St Venant die Resultante 
aller Molekularkräfte, welche die Mole- pj_ 5 

küle auf Seite II ausüben auf die Mole- 
küle auf Seite L Entsprechendes gilt, wenn I und II vertauscht 
werden, für die nach der Aktio und Reaktio entgegengesetzt gleiche 
Kraft K,. 

Im allgemeinen stehen K^ und K, schief auf E. Man zerlege 
sie in die Komponenten S, und T, bzw. S, und T,, So ist S^ oder S, 
die Schubspannung, T, oder T, aber die Druckspannung, wenn, wie 
hier angenommen, T, in I, also T, in IT hineinführt; im entg-egen- 
geaetzten Falle, wenn T, in II, Tg in I hineinführt, sind sie Zug- 
spannungen. 

95. Molekularlheorlen. Man hat wiederholt versucht und nicht ohne 
Erfolg-, wie die kinetische Gastheorie beweist, bis zu den Molekular- 
kräften selbst vorzudringen; aber ein umfassendes Kraftgesetz, welches 
völlig-e Klarheit in das jetzige Gewirr der Nahkräfte bringen würde, 
ist noch nicht entdeckt. Doch sind neuere Theorien eifrig am Werk, 
in dieses schwer zugängliche Gebiet tiefer einzudringen. 

Sie sind aber noch nicht so weit gediehen, daß sich die Mechanik, 
wenigstens soweit sie elementar ist, auf ihnen neu begründen könnte. 
Hier wird vorauasichtüch noch sehr lange der folgende Satz der Vor- 
rede in G. Kirchhoff's Mechanik am Platze sein: „Es ist aber die 
Annahme festgehalten, daß die Materie stetig den Raum erfülle, wie 
sie es zu tun scheint Die Theorien, welche auf der Aonahme von 
Molekülen beruhen, sind in ihnen nicht berührt" 

96. Fortpflamuna der KrafL Vielleicht wird auch einst die Scheide-, 
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wand zwischen Nahkräften und Femkräften fallen. Durchlöchert ist 
sie schon g^ar sehr für die elektrischen Kräfte durch die von Faraday 
aufgestellte und von Maxwell mathematisch ausgestaltete elektro- 
magnetische Theorie, nach welcher diese Kräfte durch den Welten- 
äther „fortgepflanzt" werden, wie das Licht. 

Bei der Schwere oder allgemeinen Massenanziehung ist der Er- 
folg noch nicht so zufriedenstellend, da bisher bei allen Versuchen, 
ihre Fortpflanzung durch den Äther wahrscheinlich zu machen, ein 
unaufgeklärter Rest geblieben ist Aber man kann nicht wissen, 
wie lange der berühmte Ausspruch Newton's „Hypotheses non fingo-*, 
mit dem er damals Erklärungsversuche der Schwere abwies, hier noch 
zutreffen wird, 

97. Das folgende einfache Gleichnis mag die Vorstellungen, welche 
man sich von der Fortpflanzung der Femkräfte macht, ganz ungefähr 
erläutern. Wenn jemand, um sich auf seinen Stock zu stützen, mit 
der Hand auf die Krücke drückt, so übt die Zwinge nach statischen 
Prinzipien auf den Fußboden den gleichen Druck aus. Die Kraft 
wird sozusagen durch den Stock hindurch von der Krücke zur Zwinge 
(oder der Gegendruck rückwärts von der Zwinge zur Krücke ge- 
leitet). Der Stock wird zum Mittel der Fernwirkung. 

Ein gleiches gilt für das Seil, an dem gezogen wird. Solche 
mittelbaren Kräfteäußerungen sind in der grobsinnlichen Wirklichkeit 
überall nachweisbar, obgleich die unmittelbare Wirkung sich auf die 
nächste Nähe beschränkt. So etwa, meint man, sei die Sachlage bei 
den Fernkräften auch, nur trete an Stelle des Stockes oder Strickes 
der Weltenäther als unsichtbares Medium. Die Schwierigkeit liegt 
aber in dem Wie, denn hier läßt das Gleichnis im Stich, 

98. Verleugnung des Krafibegrifles. Bei solchen Betrachtungen ge- 
raten unsere uralten, mit der gemeinen Erfahrung so vorzüglich über- 
einstimmenden materiellen Grundbegriffe, namentlich der Kraftbegriff, 
ins Schwanken. Er ist in neuerer Zeit von großen Forschem, wie 
G. Kirchhoff, E. Mach und H. Hertz, verleugnet worden oder viel- 
mehr man hat ihn, weil noch unentbehrlich, wieder zugelassen, aber 
ala einen mit aller Umsicht wohl definierten Hilfsbegriff, der, aller Ur- 
sprünglichkeit beraubt, nur noch der Schatten seiner früheren Herrlich- 
keit sein würde |28], 

Im Zusammenhang hiermit stehen neuere erkenntnistheoretische, 
psychologische und antimetaphysische Einwürfe verschiedenster Art, 
die, wie es scheint, zuerst bei dem Physiker Carnot Zweifel an der 
Realität der bewegenden Kräfte hervorgerufen haben. 
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99. Prüit man diese Einwürfe genau, so g^elan^ man zu der Ein- 
sicht, daß sie in gleicher Weise auch auf den Begriff der Masse, ja 
ganz gewiß auch auf die formalen Begriffe der Zeit und des Raumes 
anwendbar sind. Es kann auch gar nicht anders sein, da diese Be- 
griffe auf das engste zusammenhängen und nur in Beziehung auf- 
einander Geltung haben. Fallt der eine, so reißt er die anderen mit 
sich nieder. 

Dies sei hier ein für allemal angemerkt, damit der Leser wisse, 
daß gerade jetzt in der Mechanik der alte, nie ausgefochtene philoso- 
phische Streit entbrannt ist über das, was in der menschlichen Er< 
henntnis ursprünglich, was abgeleitet ist und was wahr ist, was Schein 
und Vorurteil. 

100. Er wird auch in der Mechanik schwerlich zu allgemein an- 
erkannten Grundsätzen führen. Er ist auch, was heute leider viel- 
fach übersehen wird, nicht für denjenigen bestimmt, der die Elemente 
dieser Wissenschaft erst kennen lernen will. Und deshalb soll er in 
diesem Buch eben nur erwähnt werden. 

Die elementare Gebmetrie ist nicht berufen, das Wesen des 
Raumes zu erforschen. Sie setzt ihn, wie Newton sich ausdrückt, 
als bekannt voraus. Sie sagt: Raum ist Raum. 

Und die elementare Mechanik setzt hinzu . Zeit ist Zeit, Masse 
ist Masse, Kraft ist Kraft 
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§ 5. Die Größen der Mechanik. 

101. GrSDenbegiitfe. Die Mechanik ist der äußeren Form nach haupt- 
sächlich Größenlehre. Wegläng^en oder Geschwindig-keiten oder Kräfte 
a sind der Größe nach verg^l eichbar. Zwei 
. Strecken z. B. sind entweder g'leich groß 
"■' ' ' ' — ' ' ' ' oder die eine ist größer als die andere. In 

f ^ allen Fällen stehen sie in einem durch Zahlen 

bestimmbaren Größenverhältnis. 



Fig. 6. 
Es ist a da 



llr 



a = 1,375 b ; b = 0,7272 . . . a 
So tritt die Zahl sofort als nackte, als Urgröße mitten unter alle 
Größenarten. Sie allein ist a priori, wie Gauß sagt. 

102. Einheit und MaDzahl. Hat man zwei Größen g'leicher Art mit 

derselben dritten Größe dieser Art verglichen, so Ist hierdurch ihr 

Größen Verhältnis schon bestimmt. 

11^ Z ^ /ll 3\ 11 

Wenn a = ---b, c^-r-b, so ist a^ I -tt-:— - t c=r -c. 
o 4 \ ö 4/ o 

Seit den Uranfängen der Meßkunst macht man sich dies zunutze, 
um eine Größeneinheit festzusetzen, damit alle Größen derselben 
Art durch sie zahlenmäßig ausgedrückt werden können. 

So entsteht die Maßzahl oder der Zahlenwert einer Größe als 
ihr Verhältnis zur Einheit Die Maßzabl dieser selbst ist hiernach = 1. 

103. Änderuno llsi* ElnhelL Die Einheit ist meist willkürlich wählbar. 
Ändert man sie, so ändern sich auch die MaSzahlen, aber im um- 
gekehrten Verhältnis. Je größer die Einheit, desto kleiner die Maß- 
zahlen und umgekehrt. 

Es sind 5,23 cm = 52,3 mm = 0,523 dm = 0,0523 m. 
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Mao pßegt außer der eigentlichen Einheit noch Vielfache and 
Bruchteile derselben als höhere und niedere Einheiten einzuführen ; 

im metrischen System das lOfacbe, lOOfacbe den lOten, lOOsten . . . 

Teil, damit eine Verschiebung- des Dezimalkomma ausreicht. 

Aber man brauche nicht diese Einheiten durcheinander, weil eben 
nur eine die wirkliche Einheit sein darf. Die technische Mechanik 
leidet (g6)gfarsehr an demMang^elan Folg-enchtig^keit in dieser Hinsicht! 

104. ZaM und OrflSe. Zur vollständig-en Feststellung einer Crröße 
gehört zweierlei Erstens Angabe ihrer MaSzahl und zweitens An- 
gabe der Einheit Eine Maßzahl ohne die Einheit hat gar keinen 
Wert. Nur wenn über die Einheit nicht der geringste Zweifel sein 
kann, ersetzt die Maßzahl die Große selbst. Nur so wird die Zahl 
zum analytischen Bild der Größe, 

105. Zeichen für die Einheiten. Einige Einheiten, die sog. Grund- 
einheiten, haben feststehende Abkürzungen, (z. B. m für Meter, sec. 
für Sekunde, kg für Kilogramm), die man wenigstens zum Schluß 
einer Rechnung hinzusetzen soll. 

Von den übrigen Einheiten haben nur wenige solche Zeichen 
(z. B. cbm für Kubikmeter). Sie sind auch nach Einführung des 
Dimeosionsbegriffes ia alle Größen der Mechanik überflüssig geworden. 
Näheres in § 8. 

106. Suchstaben fOr die MaBzahlen. Die Algebra setzt seit Vieta in 
ihren Formeln Buchstaben statt der Zahlen, wenn diese beliebig sein 
sollen. Selbstverständlich macht es die Mechanik mit ihren Maßzahlen 
ebenso, wobei sich Anfänge fester Regeln für die Buchstaben heraus- 
gebildet haben — z. B. v für Geschwindigkeit, s für Weg, t für Zeit. 

I.eider ist wenig Hoffnung, daß diese Anfänge bald zu einem 
guten Ende führen werden. Dazu sind der Schwierigkeiten einer ein- 
heitlichen Buchstabenwahl, so wünschenswert sie auch wäre, zu viel© 
und zu verschiedenartige. 

t07. Striche und Indices. Wenn zwei oder mehr Größen derselben 
Art zusammen vorkommen und man sie mit denselben Buchstaben 
bezeichnen will, so hilft man sich nach Leibniz durch oben an- 
gebrachte Striche : 

v', v", v'" . . . 
oder durch unten angehängte Zahlen als Indizes: 

v„ V,, V, . . . 
oder durch unten angehängte Buchstaben: 
V„ Vb, v^ ... 
108. Formeln der Mechanik. Die allgemeinen Formeln der Mechanik 
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sind Gleichungen zwischen Zahlen, insbesondere Maßzahlen. So be- 
deutet die Formel: 



in Worten und ohne Abkürzung^: 

Bei einer gleichförmigen Bewegfung" ist die Maßzahl der Ge- 
schwindigkeit gleich dem Quotienten aus der Maßzahl des Weges und 
aus der Maßzahl der Zeit 

Daß man hierfür kürzer sagt: Geschwindigkeit gleich Weg durch 
Zeit, ist nur eine nach [104] erlaubte Abkürzung, nichts weiter. Denn 
einen Weg durch eine Zeit dividieren wollen, ist offenbarer Unsinn. 
Man nennt zwar die Größen, meint aber ihre Maßzahlen. 

109. Es ist dieselbe Abkürzung, als wenn wir von dem Baume statt 
von dem Bild des Baumes auf einem Gemälde sprechen. Befremdlich 
aber muß es scheinen, wenn hin und wieder ausdrücklich gesagt: wird, 
daß in den mathematischen Gemälden, den Formeln, nicht die Maß- 
zahlen, die analytischen Bilder der Größen, sondern diese selbst zu 
finden seien. 

Daher m^ hier der folgende Satz aus der klassischen Mäcanique 
analytique von Lagrange angeführt werden: 

„En prenant une force quelconque ou son effet pour l'unit^ (Ein- 
heit), I'expression de toute autre force n'est qu'un rapport (Verhältnis, 
Maß), une quantite math^matique, qui peut £tre repr^entäe par des 
nombres ou des lignes; c'est sous ce point de vue que l'on doit con- 
sid^rer les forces dans la M^canique." 

Was Lagrange hier von den Kräften sagt, gilt selbstverständlich 
für alle Größen. 

110. Zahlen oder Strecken. Es steht des nombres ou des lignes, 
Zahlen oder Linien (Längen, Strecken). Das soll heißen, man könne 
die Größen statt durch Zahlen auch durch Strecken ausdrücken, wobei 
der Größeneinheit eine beliebig wählbare Länge als Längeneinheit 
zugeordnet werden muß. 

Wie die Zahl das analytische, so ist die Länge das geome- 
trische Bild einer Größe, Sie wird ja auch sonst vielfach zu gra- 
phischen, in die Augen fallenden Darstellungen benutzt und soll von 
Simon Stevin vor etwa 300 Jahren zuerst bei den Kräften einge- 
führt worden sein. 

tit. Kraft als Strecke. Die Strecke A B stelle eine Kraft K vor. In 
ihrer Länge hat man die Größe oder Stärke der Kraft, in ihrer Richtung 
die Richtung der Kraft, ja sogar in ihrem Anfangspunkt den Angrifis- 
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punkt der Kraft. So vereinigen sich in der einen Strecke alle Merk- 
male der Kraft, Stärke, Richtung- und Angriffspunkt, wahrend bei ana- 
Ij-tischer Darstellung' hierzu sechs Zahlen nötig- sind (drei für die 
Koordinaten des Angriffspunktes und drei für die Komponenten der 
Kraft [§ 12]j. 

Daher ist die Deutungf der Kraft als Strecke ^ 

so sehr beliebt. Sie g^ibt der Mechanik eine 
g-eometrisch anschauliche Form, in der Rech- 
nung-en und Formeln durch g-eometrische Kon- 
struktionen ersetzt werden. Hiervon wird nament- 
lich in der Technik vielfach Gebrauch g'eniacht A 
bei sehr schwierigen statischen Aufgaben zum „. - 

Entwerfen von Brücken, Türmen, Dachstühlen usw. 

Dort hat sich diese Art der Kräftedarstellung (Kräftepläne) besonders 
durch K u 1 1 m a n n zu der sog. graphischen Statik entwickelt, 
welche oft viel lästige Ziffern rech nun gen erspart. 

112. Vektoren und Skalare. Aber nicht nur für die Kraft, sondern 
für jede Richtungs große, d. h, jede Gröläe, zu deren Merkmalen eine 
Richtung gehört, wie Geschwindigkeit, Beschleunigung, ist das Bild 
einer Strecke oder (nach W. Hamilton) eines V^tor durchaus am 
Platze. So wird in neuerer Zeit die geometrische Streckenlehre mehr 
und mehr angewendet. Ihre Grundbegriffe sind in § enthalten. 

Zuweilen ist auch die Deutung einer Große durch eine Fläche 
angebracht (§ 10), wie z.B. bei dem Drehungsnionient einer Kraft. Nur 
für die Masse, Bewegungsenergie und andere Größen mit gar keinen 
Richtungsbeziehungen hätte die geometrische Veranschaulichung 
keinen anderen Wert als den einer Größenskala, zur Ordnung lediglich 
der Größe nach. W, Hamilton nennt solche Größen daher Skalare. 

1)3. Geometrische und analytische Mechanik. Je nachdem Zahl oder 
Strecke bevorzugt wird, ist die Behandlung der Mechanik mehr ana- 
lytisch oder mehr geometrisch -synthetisch. Früher sind fast nur geo- 
metrische Methoden befolgt worden, so von Newton, der als ihr 
größter Vertreter gilt. 

Die analytische Mechanik hat sich erst nach seiner Zeit, zunächst 
sehr langsam, entwickelt, gleichsam niedergeh. alten durch den Glanz 
seines Namens, bis sie unter der unausgesetzten Fürsorge Euler's, 
der das Koordinatensystem des Cartesius in die Mechanik verpflanzt 
hat, so rasch erstarkte, daß sie dann von Lagrange, der in seiner 
M^canique analytique ausdrücklich das Fehlen jeder Figur betont. 
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zur klassischen Höhe gfebracht werden konnte. Seitdem hat sie die 
Vorherrschaft bis heute behalten. 

Doch die Behandlung- ändert nichts an der wesentlichen Beschaf- 
fenheit der Gnindlag-en. Kommt es darauf an, diese in das hellste 
Licht zu setzen, so wird der Lehrer am besten eine Mittelstellung" ein- 
nehmen, d. h. sich weder als strenger Analytiker, noch als strenger 
Synthetiker ausspielen. Hier tritt die Form hinter dem Inhalt als 
nebensächlich zurück. 



§ 6. Grundeinheiten und Maßsysteme. 

114. Qrundeiiheitefl und abgeleitete Einheiten. Jede Größenart muß 
ihre Einheit haben. Es braucht aber nicht immer eine selbständig-e zu 
sein, denn eine aus anderen Einheiten hergenommene tut es oft auch. 

So entsteht der früher weniger beachtete Unterschied zwischen 
Grundeinheiten und abgeleiteten Einheiten, der für die Geometrie sofort 
einleuchtet. Denn hier bedarf man offenbar nur einer Grundeinheit, 
der Längeneinheit, da sich dann die Fläche ihres Quadrates und der 
Rauminhalt ihres Würfels als einzig angemessene Einheiten der Fläche 
und des Volumens geradezu aufdrängen. 

115. Absolutes MaBsystem. Für die Mechanik liegt die Sache nicht 
ganz so einfach. Aber selbst nachdem G a u ß im Jahre 1838 das 
sogenannte absolute Maßsystem aufgestellt hatte, sind doch noch Jahr- 
zehnte vergangen, ehe die rationelle Mechanik die dort entwickelte 
Lehre von den drei Grundeinheiten allgemein angenommen hat. 

Dem großen Mathematiker war damals daran gelegen, die erd- 
magnetische Kraft nicht durch das Gewicht eines bestimmten Körpers, 
d. h. durch den Druck, den er auf die Unterlage ausübt (der bekanntlich 
vom Orte abhängt oder relativ ist), sondern absolut, vom Orte unab- 
hängig auszudrücken. So stellte er denn, von der Grundgleichung 
der MechMiik ausgehend, die absolute Krafteinheit vermöge einer 
„dynamischen" Definition auf als diejenige Kraft, welche der Massen- 
einheit eine Beschleunigung gleich der durch Längeneinheit und 
Zeiteinheit bestimmten Beschleunigungseinbeit erteilt. 

116. Technisches Mafisystem. Damit war das absolute Maßsystem mit 
seinen Grundeinheiten der Länge, der Zeit und der Masse geschaffen, 
diis jetzt in der Physik, der physikalischen Mechanik und der Elektro- 
technik ausschließlich angewendet wird {vgl. § 7). 
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Die technische Mechanik freilich halt noch zähe an ihrem von 
P o n c e 1 e t (1825) begründeten technischen Maßsystem fest seiner 
vermeintlichen „praktischen" Vorzüge wegen, die man in der Wahl 
einer statischen „handgreiflichen" Krafteinheit, nämlich dem Druck, 
welchen ein Kilog-ramm auf seine Unterlage ausübt, zu haben glaubt. 

Für die Statik mag das gelten, denn sie hat nur mit Kräften, nie 
mit Massen zu tun. Für die Dynamik aber wird der Vorzug der 
Handgreiflichkeit der Krafteinheit reichlich aufgehoben durch den 
Nachteil der mißgestalteten technischen Masseneinheit, der sich die 
Techniker selbst zu schämen scheinen, da sie ihr nicht einmal einen 
Namen gegeben haben [151]. 

117. Das Euler'sche MaBsystem. Praktisch also ist das technische 
Maßsystem nur, so lange die Mechanik einseitig als Statik genommen 
wird, die ja allerdings in der Technik eine sehr große Rolle spielt. 
Im weiteren Sinne wirklich praktisch wäre es aber gewesen, wenn man 
sowohl das Gewicht eines Kilogramms als Krafteinheit als auch die 
Masse eines Kilogramms als Masseneinheit genommen hätte. Dann 
wären eben beide Einheiten „handgreiflich" gewesen, während jetzt 
immer nur die eine diesen Vorzug hat, im absoluten System die Masse, 
im technischen System die Kraft. 

Ein solches Maßsystem, in welchem Masse und (iewicht eines und 
desselben Körpers als Einheiten dienen, ist 1765, also viele Jahrzehnte 
vor dem absoluten und dem technischen System von Euler aufgestellt 
worden [143]. Es hat sich aber nie eingebürgert und scheint gänzlich 
vergessen worden zu sein. 

118. Das Meter. Gesetzlich ist in Deutschland das Meter die Längen- 
einheit für den Verkehr. Ursprünglich sollte es der zebnmillionte Teil 
des durch Paris gehenden Erdquadranten sein; es ist aber nach neueren 
üradmessungen um etwa 0,086 mm kleiner. Man beabsichtigt aber 
gar nicht, diese Abweichung zum Verschwinden zu bringen, läßt viel- 
mehr jene alte Definition jetzt gänzlich fallen und erklärt das Meter als 
I^änge eines ganz bestimmten aus Platin-Iridium verfertigten Maßstabes. 

Hierüber sag^ Artikel 1 des Gesetzes vom 26. April 189cl: 
„Das Meter ist die Einheit des Längenmaßes. Es wird dargestellt 
durch den bei der Temperatur des schmelzenden Eises gemessenen 
Abstand der Endstriche auf demjenigen Maßstab, welcher von der 
internationalen Generalkonferenz für Maße und Gewichte als inter- 
nationales Prototyp des Meters anerkannt worden und bei dem inter- 
nationalen Maß- und Gewichtsbureau niedergelegt ist." 

119. Die technische Mechanik hat das Meter als Längeneinheit 
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Übernommen. Gauß aber hat den 1000 sten Teil, das Millimeter, als 
Einheit des absoluten Maßsystems g-pwählt [HO], Und die Physiker 
endlich haben in zwei Kongressen, London 1881 und Paris 1884, be- 
schlossen, diese Einheit wieder aufzugfeben und überall in der Physik 
das Zentimeter als Einheit zugrunde zu legten, Ist das Meter die Ein- 
heit der Länge, so ist folgerichtig das Quadratmeter die Einheit der 
Fläche und das Kubikmeter die Einheit des Volumens. Ist aber das 
Zentimeter die Einheit der Länge, so ist ebenso folgerichtig das 
Quadratzentimeter die Einheit der Fläche und das Kubikzentimeter 
die Einheit des Volumens. 

Dies ist klar wie der Tag! Wenn das Gesetz trotzdem das Liter 
oder das Kubikdezimeter als Einheit der Hohlmaße bestimmt, obgleich 
in demselben Gesetz das Meter als Einheit der Länge festgesetzt 
worden war, so sind hierfür nur Bedürfnisse des Verkehrs maßgebend 
gewesen, die für die Wissenschaft fortfallen. 

Leider hat Poncelet dies bei der Wahl der technischen Kraft- 
einheit nicht gehörig bedacht! [124] 

120- Die Sekunde. Die zweite Grundeinheit aller Naturwissenschaften 
ist die Zeiteinheit. In beiden Maßsystemen hüt man hierfür die Sekunde 
genommen, d. i. den 60 ■ 60 ■ 24 = 86400sten Teil des Tages, genauer des 
mittleren Sonnentages oder der Zeit, die im Mittel von einem Mittag 
bis zum nächsten verfließt 

Ob man überhaupt berechtigt ist, von einer absoluten Zeit und 
einem absolut unveränderlichen Zeitmaß zu reden, ist eine Frage, die 
außer den Grenzen der elementaren Mechanik beantwortet werden 
muß [100]. Für diese genügt es, daß die Sekunde zu anderen astrono- 
mischen Zeitmaßen, wie Jahr und Monat, und zu den Zeitang'aben unserer 
besten Uhren immer in der gleichen relativen Unveränderlichkeit ge- 
funden worden ist, soweit man auch die Genauigkeit der Messungen 
getrieben hat, 

121. Das Kilogramm. Die Masseneinheit für den Verkehr ist nach 
dem Gesetz das Kilogramm, welches nach der ursprünglichen Erklärung 
die Masse eines Liters Wasser bei seiner größten Dichte sein sollte. 
Doch hat man sich auch hier, genau wie bei dem Meter [118], anders 
besonnen und die Masse eines aus Platin-Iridium hergestellten Gewicht- 
stückes als Urprototyp des Kilogramm anerkannt. 

Doch ist nach äußerst sorgfältigen, noch nicht völlig abgeschlossenen 
hydrostatischen Wägungen die Übereinstimmung dieses Prototyps mit 
dem anfänglichen Sollwert so vorzüglich, daß die alte Erklärung selbst 
für Präzisionsmessungen als richtig gelten kann. 
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Sonderbarerweise hat man eine so wichtige Einheit nach dem 
lOOO fachen einer anderen Masse benannt; denn Kilogramm heißt: 1000 g-. 

122. EnlsprecKende Einheiten der Länge und der Masse. Da Meter und 
Liter nicht znsammeng^ehören [119], so auch nicht Meter und Kilogramm. 
Vielmehr: Will man das Meter als Läng-eneinheit nehmen, so muß man 
folg-erichtig- die Masse eines Kubikmeter Wasser, d, h. 1000 k(f oder 
die Tonne, als Masseneinheit erklären. Soll aber das Kilogramm 
Masseneinheit sein, so muß folj^ericbtig' das Dezimeter Längfeneinheit 
werden. 

Ganz aligemein würde einer beliebigen Länge als Längeneinheit 
die Menge Wasser in einem hohlen Würfel, der diese Lange zur Kante 
hat, als Masseneinheit entsprechen. Hiemach ist die Zusammenstellung 
Meter und Kilogramm im Sinne eines absoluten Maßsystems durch- 
aus unrichtig. Richtig dagegen ist z. B.: 
I. Meter und Tonne, 
IL Dezimeter und Kilogramm, 
in. Zentimeter und Gramm, 
IV. Millimeter und Milligramm. 
Man merke an, daß die Masseneinheiten sich wie die dritten Po- 
tenzen der I^ngeneinheiten verhalten. 

123. Das C— G — S-System. Nimmt man jedesmal die Sekunde als 
Zeiteinheit hinzu, so entspringen die folgenden vier dem Meter und 
seinen Unterabteilungen entsprechenden Systeme von Grundeinheiten: 

Meter, Tonne, Sekunde; Dezimeter, Kilogramm, Sekunde; Zenti- 
meter, Gramm, Sekunde; Millimeter, Milligramm, Sekunde. Man be- 
zeichnet sie kurz als: 

I. M— T— S, 
II. D— K— S, 
UI. C— G— S, 
IV. Mm— Mg— S. 
Gauß und Weber nahmen zuerst IV. Dann einigten sich die 
Physiker auf III [119]. Aber II und I sind ebenso folgerichtig. Außer- 
dem könnte man die Reihe nach beiden Seiten beliebig weit fortsetzen. 

124. Schwächen des technischen Haflsystems. Die Wahl aber ist, wie 
gesagt, auf das C— G — S-System gefallen, welches man auch Kongreß- 
system nennt [119]. 

Und' die technische Mechanik? Nun, sie hat die Masseneinheit 
zugunsten der Krafteinheit zurückgestellt, als sie für letztere den Druck 
oder die Schwere des Kilogramm nahm. Aber statt nun wenigstens 
das Dezimeter hinzuzunehmen, wie es nach [ 122] allein richtig ge- 
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wesen wäre, hat sie das Meter als Längeneinheit beibehalten und da- 
mit einen verhängfnia vollen Mißgriff getan, dessen unangenehme Folgen 
sich fühlbar gemacht haben, als es galt, die abgeleiteten Einheiten 
klar ZQ erkennen. 

Ein Beispiel für viele! Welcher Körper hat denn die Dichte Eins? 
Doch wohl folgerichtig derjenige, welcher in der Einheit des Volumens 
die Einheit der Masse aufweist. Im absoluten System ist dies nach 
der allgemeinen Definition [122] bei dem Wasser der Fall im Einklang* 
mit der üblichen Festsetzung; im technischen MaÜsystem aber füllt 
1 kg Wasser den 1000 sten Teil der Volumeneinheit aus und da außer- 
dem die technische Masseneinheit ^ der Masse von 9,81 kg ist, so 

würde folgerichtig die Dichte des Wassers = -^-^ = 101,9 . . . sein. 

Oder wenn man doch letztere ^= 1 erhalten wollte, müßte man ganz 
allgemein die Dichte nicht nach der Formel : Masse durch Volumen, 
sondern nach der Formel: Masse durch (Volumen X 101,9) berechnen. 
Gleiche Mißhelligkeiten entstehen bei der Einheit des Trägheits- 
moments, des statischen Massenmoments, der Energie usw. usw. 

125. Kilogramm als Masse und Kraft. Ein anderer Obelstand ist, daß 
die technische Mechanik das Wort Kilogramm und seine Abkürzung kg, 
die, wie aktenmäßig nachweisbar ist, ursprünglich eine Masse be- 
deuten und sonst in allen Naturwissenschaften auch so aufgefaßt werden, 
ohne jede Änderung zur Bezeichnung ihrer Krafteinheit, also der 
„Schwere" des Kilogramms benutzt. Für den Uneingeweihten und 
Lernenden wird dies zu einer bösen Falle, in die er um so sicherer 
stürzt, als man im gewöhnlichen Gebrauch gar keinen Unterschied 
zwischen Masse und Schwere kennt, während er für die Mechanik 
von größter Bedeutung ist. 

Zur Abhilfe druckt die Hütte in ihrem Taschenbuch des Ingenieurs 
die Kraft lateinisch: kg, die Masse deutsch: fg, während Ritter in 
seiner technischen Mechanik die Kraft auch als kg, die Masse als kil 
abkürzt. Beides ist ungeeignet, weil dadurch nur der Verwechslung 
innerhalb der technischen Mechanik vorgebeugt wird. Denn anderswo 
wird man diesen Vorschlägen kaum Folge geben. ' 

Nein, umgekehrt wird ein Schuh draus! Die Techniker sollten 

die Masse als kg bezeichnen, wie alle anderen Menschen auch, und 

. für die Kraft Ig oder kil oder auch sonst etwas anderes schreiben. 

126. kg und kj*. Hierauf zielt ein Übereinkommen der Elektro- 
techniker auf einem i^ongreß in Chicago ab, nämlich: die Masse 
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solle wie gewöhnlich als ig, aber die Kraft zur Unterscheidung- mit 
einem „Stern" als kg* bezeichnet werden. 

Hiernach ist in diesem Buch mit peinlichster Strenge verfahren 
worden. Also: Die Masse des Kilogramms heißt Kilogramm. Seine 
Abkürzung ist; kg. Der Schweredruck des Kilogramms heißt Kilo- 
grammgewicht Seine Abkürzung' ist kg*. 

Selbstverständlich überträgt sich dieses Übereinkommen auf alle 
Unterabteilungen, wie z. B. Milligranim und Milltgrammgewicht, ab- 
g'ekürzt mg und mg*. 

127. Technische Masseneinheit Ob Stern oder etwas anderes, tut 
nichts zur Sache. Jedenfalls ist die technische Mechanik verpflichtet, 
die Benennung für ihre Krafteinbeit so abzuändern, daQ sie die Massen 
so bezeichnen darf, wie es überall sonst geschieht. Diese Verpflichtung^ 
ist um so dring'licher, als sie unterlassen hat, ihrer Masseneinheit, 
welche 9,81 kg' (genauer = 9,80665 kg [148]) betragt, einen besonderen 
Namen zu geben und so den Techniker geradezu zwingt, z. B. in 
einem Atem sowohl die Menge Wasser im Dampfkessel als auch 
die Zugkraft der Lokomotive in Kilogramm anzugeben. 

Der Ingenieur weiß zwar sehr wohl, wie im Ernstfall diese Klippe 
umschifft werden muß [151]. Aber ehe er es gelernt hat, wie oft ist 
er auf ihr aufgefahren. Doch das hat er vergessen und ist hinterdrein 
g'ar noch stolz auf sein „praktisches" Maßsystem. 

128. Das Wort Gewicht. Im gewöhnlichen Verkehr spricht man 
selten von Schwere und Masse eines Körpers, sondern deckt beides 
meist durch das eine Wort Gewicht. Die Mechanik aber darf dies 
schlechterdings nicht tun, da für sie Schwere und Masse zwei gänzlich 
verschiedene Begriffe geworden sind. 

Die Masse ist unveränderlich. Wenn man einen Körper an ver- 
schiedene Orte der Erde bringt, wenn man ihn auf den Mond, die 
Sonne oder auch in den Weltraum weit ab von größeren Weltkörpem 
bringen könnte, seine Masse würde immer die gleiche bleiben. Die 
Schwere aber nicht! Sie ändert sich sogar, wenn auch nur wenig, 
auf der Erde; auf der Sonne aber ist sie 28mal so groß, auf dem 
Monde fünfmal so klein und weit ab von den Weltkörpern verschwindet 
sie ganz. 

Soll daher das Wort Gewicht für die Mechanik brauchbar werden, 
so muß es eine seiner beiden Bedeutungen in dieser Wissenschaft 
völlig abstreifen. Gewicht darf entweder nur Schwere oder 
nur Masse sein. 

129. Wenn man zwei Körper auf einer Wage geg-eneinander ab- 

D.3nz.<J,>L.ÜO'^lC 



40 l! 6' CirnndeiaheiteD und MaUsysteme. 

wiegft, so wird durch dieses statische Experiment an sich nur fest- 
gestellt, ob sie gleich schwer sind. Also ist Gewicht zuerst Schwere. 
Doch nun kommt der dynamische Satz hinzu [68], daß die Fall- 
beschleuniffung für alle Körper gleich ist, und so folgt der Schluß — 
der übrigens bei den meisten Menschen kein Schluß, sondern eine 
„selbstverständUche Sache" ist — , daß gleichschwere Körper gleiche 
Masse haben. Also ist Gewicht zu zweit auch Masse, sofern sie durch 
die Schwere gemessen werden kann. 

130. Hiemach überwiegen scheinbar die Gründe für die Ent- 
scheidung „Gewicht ist Schwere, nicht Masse". Andrerseits ist aber 
beim Wägen die Schwere nur Mittel zum Zweck, da es fast immer 
nur auf die Vergleichung der Massen ankommt Hält man dies für 
ausschlaggebend, so überwiegen wieder die Gründe für die Ent- 
scheidung „Gewicht ist Masse, nicht Schwere". 

131. Die Wahl ist wirklich nicht leicht. In der Tat Lst bis auf 
den heutigen Tag noch keine allgemein verbindliche Entscheidung 
getroffen. 

Im Gesetz steht: Das Kilogramm ist die Einheit des Gewichtes. 
Es wird dargestellt durch die Masse usw. In der Chemie sind die 
Atomgewichte VerhäJtniszahlen, in welchen die chemischen Elemente 
sich der Masse nach ersetzen können. Also beidemal Gewicht als Masse. 

Dagegen hat die Konferenz des internationalen Maß- und Ge- 
wichtswesens 1902 erklärt: „Le terme poids designe une grandeur de 
la mdine nature qu'une force." Also Gewicht (poids) als Kraft, als 
Schwere. Dasselbe gilt für alle Lehrbücher der technischen Mechanik 
und für die meisten Lehrbücher der rationellen Mechanik und der 
Physik. 

132. Gewicht als Kraft. So muß denn, bis eine Einigung (vielleicht) 
zustande kommt, jeder selbst entscheiden, was er unter Gewicht ver- 
stehen will. In diesem Buch bedeutet Gewicht niemals Masse, sondern 
ausschließlich Schwere oder, bestimmter gesagt, den statischen 
Druck, welchen ein Körper auf seine Unterlage ausübt. (Beides ist 
nämlich nicht genau einander gleich [ül']-) 

Aber noch einmal, diese Erklärung soll nur für dieses Buch ver- 
bindlich sein. Denn die entgegengesetzte Erklärung wäre ebenso 
annehmbar. Aber eine von beiden muß gegeben werden, damit der 
Leser wisse, woran er ist. 
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§ 7. Abgeleitete Einheiten. 

133. Abgeleitete Einheiten. In einem absoluten Mai^ystem werden 
aus den drei Grundeinheiten alle anderen Einheiten abg^eleitet. Es 
sollen nur Läng-e, Zeit, Masse selbständig'e Einheiten haben, inögfen 
andere Größen, wie Kraft, Arbeit, Energ^ie, auch noch so wichtig" sein. 

Es kommen hier hauptsächlich zwei Frag-en in Betracht, nämlich: 
1. Wie kann man überhaupt Einheiten ableiten? 2, Genügen auch 
wirklich Langreneinheit, Zeiteinheit und Masseneinheit zur Ableitung- 
aller anderen Einheiten? 

134. Angemessene Erklärungen. Auf die erste Frag-e ist zu ant- 
worten: Uurch ang^emessene Hrklärunsfen auf Grund mathematischer 
oder empirisch-naturwissenschaftlicher Gesetze der Abhäng^igfkeit der 
Größen voneinander. 

Die Erklärung-en sollen anj?emessen sein. Darin lieg^ das Zu- 
g^eständnis, daß die Ableitung- auch anders hätte erfolgten können, 
nur nicht ebenso ang-emessen, 

135. So ist die Flächeneinheit einzig- anjfemessen nur zu erklären 
als der Flächeninhalt des Quadrates der Läng-eneinheit. Mög-lich 
wäre es freilich auch, z. B. den Flächeninhalt des gleichseitig-en Drei- 
ecks mit der Längten einheit als Seite zu nehmen. Doch angemessen? 
Nein, aber das Gegenteil ! 

Und wie hier, ist es fast bei allen Einheiten. Es gibt meist nur 
eine Wahl, welche die schlechthin beste ist. 

136. Wenn a und b die Maßzahlen der Seiten eines 
behebigen Rechteckes und F die Mai^hl seines 
Flächeninhaltes sind, so muß, wie aus den ersten 
Grundsätzen der Flächenlehre folgt, F dem Produkt 
a ■ b proportional sein, derart daß der Bruch : 



i- Fig. 8. 

ab 
für alle Rechtecke denselben Wert hat. Mao bezeichne ihn als 

„Proportionalitätsfaktor" *., also: 

ab 
und hieraus: 

F = Ä . a b. 
137. Um Ä zu bestimmen, setze man etwa a ^ 1, b ^ 1. So folgt: 
F;=/, d. h. / ist die Maßzahl der Fläche des Quadrats, über dp 



tta, über der 
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Läng'erieinbeit Nur wenn man dieses Quadrat selbst zur Flächea- 
einheit macht, so wird X^l, und allg-emein: 

F = ab 
wie es in allen Lehrbüchern der Planimetrie steht. 

Hätte man aber, wie es bei Grundstücken noch immer üblich ist, 
die Seiten in Metern, die Fläche in Quadratruten anj^egeben, so 
1 



würde, da das Quadratmeter = (nrnd) t-j Qu adratrute ist, g-eworden sein : 



14 

und: F = ~- 

14 

138. Ein solcher Proportionalitätsfaktor i. tritt bei jeder Ableitung^ 
einer neuen Einheit auf. Man darf ihn wählen, wie man will; aber 
in der Reg-el wird man am besten tun, A =^ 1 zu setzen. 

In der Reget, doch nicht immer [669]. Dann aber müssen wohl- 
erwogene Grründe diese Abweichung rechtfertigen. 

139. Ableitung von Einheiten. Beispiele: 1. Die Geschwindigkeit einer 
gleichförmigen Bewegung ist dem zurückgelegten Weg direkt, der 
erforderten Zeit aber umgekehrt proportional. Es seien v, s, t die 
drei Maßzahlen. Dann ist hiernach: 

Hier wird i.^1 gesetzt, also: 

s 

T' 

Für s = l und t=l wird dann v^l, d. h. Einheit der^ Geschwindig- 
keit ist die Geschwindigkeit einer solchen Bewegung, bei welcher in 
der Zeiteinheit die Längeneinheit zurückgelegt wird. 

2. Die Beschleunigung ist (anfängliche Ruhe vorausgesetzt) der 
erlangten Geschwindigkeit direkt und der erforderten Zeit umgekehrt 
proportional. Es seien g v, t die Maßzahlen. Dann ist hiernach: 

* t 

Auch hier wird X = l gesetzt, also: 

Für v=zl, t=Tl wird g=l, d. h. Einheit der Beschleunigung ist 
BeschieunigTing einer aolchen Bewegung, bei welcher in der Zeit- 
einheit die Geschwindigkeitseinheit erlangt wird. 
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140. 3. Leibniz hat (1696) die lebendJg'e Kraft oder vis viva ein- 
g-efuhrt, welche er der Masse und dem Quadrat der Geschwindigkeit 
proportional setzte. Es seien L, m, v die drei Maßzahlen. Dann ist 
hiemach: 

L = i.mv». 

Hier wird nicht 1 = 1, sondern aus sehr triftigen Gründen [670] 
1=:— gesetzt, also : 



Für m ^ 2, v^l wird L^l, d. h. Einheit der lebendigen Kraft ist 
die lebendige Kraft eines Körpers, dessen Masse doppelt so groß wie 
die Masseneinheit und dessen Geschwindigkeit gleich der Geschwindig- 
keitseinheit ist 

141. 4. Die Krafteinheft Im absoluten MaBsystem, das Dyn. Stets ist das 
Produkt aus Masse und Beschleunigung der bewegenden Kraft pro- 
portional. Es seien m, g und K die drei MaQzahlen, so ist hiernach 
vorläufig: 

K = i.m.g 

In jedem absoluten System soll 1=1 werden [116], also: 
K = m . g. 

Für m=:l, g=l ergibt sich K^l, mithin: Krafteinheit ist 
-diejenige Kraft, welche einem Körper von der Masse 1 die Beschleu- 
nigung- 1 erteilt. 

Die Physiker haben dasjenige absolute System genommen, welches 
jetzt allgemein C — G — S-System heißt [123] und für dieses System der 
Krafteinheit den Namen Dyn gegeben, welcher kurz genug ist, um 
nicht weiter abgekürzt zu werden. Daher: 

Das Dyn ist die Krafteinheit im C — G — S-System. Es ist die 

Kraft, welche einem Gramm eine Beschleunigoing von 1 - — r-, 

erteilt [163]. 

142. Die Massenelnhell Im technischen MaBsystem. Auch itnjtechnischen 
M aßsystem soll ^ ^ 1 werden, doch dient diesmal die Gleichung K ^ m . g 

K 

' g 
durch die Definition: 

Die technische Masseneinheit ist die Masse eines Körpers, der 

. durch eine Kraft ^l kg* eine Beschleunigung=:l;r:;;^;^ erhalten würde. 
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143. Die Grundgtelchung Im Euler'schen MaDsystem. Das Euler'sche 
System [117] hat nach seiner Anlage eine Mittelstellung- zwischen dem 
absoluten und dem technischen System, da in ihm ein und derselbe 
Körper genommen wird, um seine Masse als Masseneinheit und sein 
Gewicht als Krafteinheit zu erklären. Welchen Wert hat >.? (Die 
Fallbeschleunigung wird in diesem Buch immer gg genannt) 

Wenn ein Körper fällt, so erhält er durch sein Gewicht die 

Beschleunigung g, , Also entspricht nach Euler's Festsetzung der 

Kraft 1 und der Masse 1 die Beschleunigung g, d. h. es ist: 
l=>l.l.g,, folglich: 

i^= — und allgemein: 

K = i - m . g ^ -— -mg. 

144. In Euler's System sind Masseneinheit und Krafteinheit beide 
„handgreiflich": im absoluten System aber nur die Masseueinheit und 
im technischen System nur die Krafteinheit. Es ist daher durchaus 
angebracht, nun auch die absolute Krafteinheit sowie die technische 
Meisseneinheit hinterher handgreiflich zu machen, was durch Beant- 
wortung der folgenden beiden Fragen geschieht: 1. Wie verhält sich 
das Dyn zum kg* (oder zum g* oder mg*)? 2. Wie verhält sich die 
technische Masseneinheit zum Kilogramm (also zum kg [nicht kg*])? 

145. Dyn und mg*. 1. E.s sei 1 g* — x Dyn. Da 1 g* beim Fallen 

der Masse = 1 g die Beschleunigung g, ^ 981 -^ erteilt, so folgt: 

x = 1-981 = 981, also: 
1 g* = 981 Dyn, 1 kg* = 98H)00 Dyn, 1 mg* = 0,y81 Dyn, 
und umgekehrt: 

1 Dyn = l,üia... mg* 
oder in Worten : Das Dyn ist eine Kraft, welche 1,019 mal so groß 
ist, wie das Gewicht eines Milligramms. Für angenäherte Rechnungen 
kann man daher das Dyn gleich dem Gewicht eines Milligramms setzen. 

146. Tedinische Masseneinheit und kg. Es sei 1 kg = x technische 
Massen ei nheiten. Da 1 kg* der Masse = 1 kg die Beschleunigung- 



l=s9,81. x=,,jr. daher: 

Technische Mas.seneinheit , , ~. , . , ,, ■ , . 

= — — —„Err-^ . d.h. Technische Massenemheit = 
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9,81 kg. Oder in Worten : Die technische Masseneinheit ist so gfroß 
wie die Masse von 9,81 Kilogramm. Für ang-enäherte Rechnungen kann 
man daher die technische Masseneinheit gleich zehn Kilogramm setzen. 

147. Das Metiadyn. Das Dyn ist nach [145], verg'lichen mit dem 
kg*, eine sehr kleine Kraft, rund ein milHontel. Man hat daher eine 
Million Dyn ein Megadyn genannt (großes Dyn), 

1 Megadyn = 1,000 UOO Dyn = 10* Dyn, 
und nun folgt: 

1 Megadyn = 1,019... kg* 
Das Megadyo ist also nur um etwa S"/,, größer als das Kilograinm- 
gewicht oder das kg*. Für angenäherte Rechnungen kann man daher 
beide einander gleich setzen. 

Man sieht, es wird den Technikern, die doch fast stets nur mit 
angenäherten Werten i^u tun haben, recht leicht gemacht, zum C — G^ — S- 
Sy Stern überzugehen. 

148. Das NormalgewiGht Die Stärke des Gewichtes hat aui der Erde 
einen Spielraum, der allerdings seiner Kleinheit wegen meist nichts zu 
sagen hat. Auf alle Fälle aber hat man der hieraus folgenden Un- 
sicherheit der technischen Krafteinheit, des kg*, durch Einführung des 
Normalgewichts ein Ende gemacht. Es ist das Gewicht, welches dem 
Aufbewahrungsort des Prototyp [121] zu Sevres bei Paris entspricht 
(nach Reduktion auf Meereshöhe). 

Da durch Pendelversuche die zugehörige „Normalbeschleunigung-" 

zu g, = 980,665 ^^ bestimmt worden ist, so folgt das genaue 

(See) 

Verhältnis der technischen und absoluten Krafteinheit zu : 

1 kg* = 980665 Dyn, 
und ebenso wird das genaue Verhältnis der technischen Massenein- 
heit zum Kilogramm : 

Technische Masseneinheit = 9,80665 kg. 

149. So hat die technische Mechanik alles, was möglich war, getan, 
um hinterher ihr Maßsystem zu einem absoluten umzugestalten. Aber 
auf welchen Umwegen ? 

Man achte genau! Erst nimmt sie einen Körper von bestimmter 
Masse, eben das Kilogrammprototyp, nicht etwa, um diese Masse zur 
Masseneinheit, nein, um seinen Schwere druck zur Krafteinheit zu machen. 
Dann erhebt sie eine ganz andere Masse als Masseneinheit auf den 
Thron. Also erst Masse, dann Gewicht, dann wieder Masse, aber eine 
andere! Wohl dem Anfänger, wenn er diesen Zickzackweg endlich 
begiiffen hat 
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ISO. Man verstehe recht Das Kilogjammg^ewicht soll nicht 
verschwinden. Denn es ist ein jedem Laien verständliches Kraftmaß, 
das «ich auf die bequemste Weise darbietet, um andere Kräfte mit 
ihm zu vergleichen. 

Nur eben als Grundeinheit sollte man es nicht nehmen, 
denn in Wahrheit ist es eine solche g-ar nicht, da es doch erat auf die 
Masse eines Kilogramms aufgepfropft wurde. Diese Masse, bzw. sein 
lOOOster Teil, ist und bleibt die gegebene Grundeinheit, aus der dann 
das Dyn bzw. Megadyn nach der Grundgleichung der Mechanik als 
einzig richtige Krafteinheit abgeleitet werden muß. Wenn dann, wie 
in [145] geschehen, diese wissenschaftliche Krafteinheit ein für allemal 
mit jener sozusagen nicht wissenschaftlichen, dafür aber handgreiflichen 
Krafteinheit verglichen worden ist, was will man da noch weiter? 

So mag das Kilogrammgewicht für alle Zeiten bleiben, als üblich es 
Kraftmaß — schon der Laienwelt] zuliebe — ; aber mit der aus- 
drücklichen Bereitwilligkeit, jederzeit auf das Dyn als die aus- 
erwählte Krafteinheit zurückzugreifen. 

161. Wer A sagt, muß auch B sagen. Hat die technische 
Mechanik ihrer Masseneinheit weder Namen noch Zeichen gegeben, 
dann ist es ganz in der Ordnung, daß sie auch mit den Maßzahlen 
der Massen nicht viel Umstände macht, sondern sie, wo sie auftreten, 
schleunigst aus den Formeln wieder herausschafft, wie folgt : 

Man setze in die Grundgleichung der Mechanik: 
K = mg 
fiü- K ein: das Gewicht G eines beliebigen Körpers, ausgedrückt in 
kg* (so daß G auch die Masse wäre, aber ausgedrückt in kg) und 
für m seine Masse, ausgedrückt in technischen Masseneinheiten, dann 
wird g zur Fallbeschleunigung g,. Es folgt also: 
_ G _ G 
"" ~ g. ~ 9,81 
also kurz [128]: 

Masse = Gewicht (ausgedrlicM In kg*) durch Fallbeschleunigung. 

Diese Formel dient der technischen Mechanik zur Elimination 
der ihr unbequemen Masse (d. h. ihrer Maßzahl [108]). Sie schreibt z. B, 

für lebendige Kraft nicht — ^ , sondern „ - ■ So kommt durch den 
Zickzackweg [149] der Nenner g,=;9,81 in ihre Formeln hinein. 

152. Folgende kleine Tabelle enthält die Einheiten der Lange, 
Zeit, Masse und Kraft im technischen und im C — G — S-System : 
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Einheit der 


C— G— S 
System 


Teclinisches 
System 


Verliältnis 


LäD^e 
Zeit 
Masse 
Kraft 


cm 

g 
Dyn 


m 
Name felilt 


1:100 

1:1 

1 : 9806,66 

1:980665 



Die Einheiten der übrigen Größenarten der Mechanik werden 
nach und nach folgen. Soviel ist aber schon jetzt klar: da diese 
Größen sämtlich aus Raum, Zeit, Masse, Kraft abgeleitete Hilfsgrößen 
sind und die Krafteinheit aus den drei Grundeinheiten bestim mt worden 
ist, so geni^en letztere für allfl Größen der Mechanik. 

Damit ist auch die zweite Frage in [133] erledigt. 

153. Astronomisches MaDsystem. Es sei noch kurz das von Gauß in 
die Mechanik des Himmels eingeführte astronomische Maßs3rstem 
augegeben. Längeneinheit ist die Sonnenweite oder der mittlere Abstand 
von Erde und Sonne. Zeiteinheit ist der Tag. Masseneinheit ist die 
Masse der Sonne. 

Im C — G — S-System würden die Maßzahlen überaus groß werden. 
Doch der Hauptgrund, daß die Astronomie ein besonderes Maßsystem 
haben muß, ist, daß man abgesehen von der Zeit das Verhältnis der 
astronomischen zu den terrestrischen Einheiten noch lange nicht 
genau genug kennt. Es ist: 
der Tag =: 86 400 sec 
die Sonnenweite ^ 149.10" cm 
die Sonnenmasse = 196.10" g= 196.10" kg. 

Die erste Gleichung ist völlig genau ; die anderen sind noch um 
etwa '/i bis 1*/^ unsicher. 



§ 8. Die Dimensionsformeln. 

154. Der Dimenstonsbegrltf, wie er jetzt in der Mechanik gebraucht wird, 
ist die Krönung des absoluten Maßsystems, da durch ihn die Be- 
ziehungen zu den Grundeinheiten in einfachster und übersichtlichster 
Weise darstellbar sind. 

Er ist von Fourier als Erweiterung des Jahrtausende alten, geo- 
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metrischen Dimensionsbegriffes ausg'edacht, aber erst durch Maxwell 
vollständig' entwickelt worden, 

155. Die räumifdien Dimensionen. Hme Linie hat, wie man sagt, nur 
eine Dimension, ihre Läng^e, welche symbolisch mit: 

[1] 

bezeichnet werden magf. Eine Fläche ist von der zweiten Dimension. 
Ein Rechteck hat Länge und Breite. Deshalb wird die Dimension 
einer Fläche zweckmäßig bezeichnet mit [I] [1] oder : 

Das Volumen ist eineGrölie von drei Dimensionen odervonderDimension; 

LI]'. 

Der Dimensionsbegriff tritt besonders in den Formeln der rech- 
nenden Geometrie hervor, wenn man Flächen und Volumina durch 
gegebene Längen ermittelt. Wird z. B, der Inhalt F eines Rechtecks 
durch die Seiten a und b nach der bekannten Formel ; 

F = ab 
ausgedrückt, so soll eine Länge (oder vielmehr deren Maßzahl [104]) 
mit einer anderen Länge multipliziert werden. Eben dieses sagt die 
symbolische Gleichung aus: 

156. Der Winkel, Der geometrische Punkt ist keine Größe und hat 
keine Dimension. Doch gibt es auch wirkliche 
geometrische Größen, welche gleichfalls dimensions- 
los sind, nämlich die Winkel. 

Sie werden bekanntlich nach einer uralten, aus 
Babyion stammenden Einteilung in Grad, Minuten 
Fig. 9. und Sekunden ausgedrückt. Es sei z. B.: 

= 73" 15' 26,3". 
Statt dessen kann u auch in Bogenmaß angegeben werden, in- 
dem man ihn als Centriwinkel zu einem mit beliebigem Radius r be- 
schriebenen Bogen b auffaßt und durch das Verhältnis b : r bestimmt. 
Da einerseits der Umfang des ganzen Kreises = 2 ?r r, andererseits 
der volle Winkel = 360" ist, so folgt: 

2 ,-r = 360 , 1 = jg^i : 1 = yöqTqö ' ^ = 180 ■ 60. 60 * 
Mit diesen Zahlen findet man durch Umrechnung : 

73" 15' 26,3" = a := — = 1,27858. 

r 

157. Diese Zahl 1,27858 ist eine reine Verhältniszahl, die genau 
dieselbe bleibt, in welcher Längeneinheit man b und r ausdrückt. 
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Ein Winkel hat also keine Dimension, d. h. er ist von der Diim 



Das Gradmaß ist ein Verkehrsmaß für die Winkel und noch dazu 
ein recht unpraktisches. Dag'eg'en ist das Boj^enmaß oder der arcos 
in jeder Beziehung- das einzig- ang-emessene absolute Winkelmaß. 
Setzt man b =: r, so wird a = 1, d. h. Einheit des Winkels ist derjenige 
Winkel, für welchen der Bogen gleich dem Radius ist. In Gradmaß 
umg-erechnet wird : 

1 = 57" 17' 44,8", 
wofür man bei nur roher Annäherung- 1 := 60" setzen kann. 

158. Die Dimension der Zelt Am nächsten liegft die Übertrag-ung- 
des räumlichen Dimensionsbegriffs auf die Zeit, der man nur eine 
Dimension beilegen kann, die Dimension: 

Somit kennt die reine Bewegungalehre oder Phoronomie [3!*] 
zwei ganz verschiedene Dimensionen: [1] und [t]. Sehr bekannt ist 
die Lagrange'ache Bezeichnung der Mechanik als eine vierdinien- 
sionale Geometrie, da oämtich der Raum drei Dimensionen, d. h. 
dreimal die Dimension [1], die Zeit aber nur eine Dimension [t] besitzt 

159. Dimension phoronomischer firSBen. Wie die Geometrie den räum- 
lichen Größen, genau so gibt die Phoronomie ihren Größen zusammen- 
gesetzte Dimensionen, Es ist z. B. : Geschwindigkeit ^= Weg durch Zeit: 



Da s die Dimension [1] hat, so wird gesetzt: 

w=j^=m[t]-'. 

Oder: Beschleunigung = (erreichte) Geschwindigkeit durch (erforder- 
liche) Zeit; 

Daher: 'S^] = -i3' 

also nach Einsetzung von [v] : 

So erhalten alle phoronomischen Größen Dimensionen von der Form : 
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WO a und b positive oder nejjrative Zatilen einschließlich der Null sein 
kÖQoen. 

160. Die Dimension der Masse. Um den DimensionsbegTiff auf die 
übrig'en Größen der Mechanik auszudehnen, beachte man, daß hier 
noch eine dritte Grundeinheit, die der Masse, hinzukommt Es wird 
daher wohl noch nötig sein, außer [IJ und [t] noch eine Dimension 
der Masse: 

[m] 
einzuführen. 

So hat die Mechanik die drei Grrunddimensionen : 

[1], W. ["]■ 

Mit ihnen kommt sie aus. Also: Geometrie eine, Phoronomie {und 
Massengeometrie) zwei, Mechanik drei Grunddimensionen. 

161. Allsemelne DlmenslOHSfonneln. Aus [1], [t], [m] werden die Di- 
mensionen aller mechanischen Größen zusammengesetzt genau nach 
dem einfachen Verfahren, das eben in der Phoronomie gelehrt worden 
ist, z. B.: 

1. Kräfte Masse X Beschleunigung; K=:m-g, 

ako: [K] = [m]M = [m][l][tr«; 

2. Antrieb = Kraft mal Zeit ; J = K ■ t, 

also : [J] = [K] [t] = [m] [1] [t]-' [t] = [m] [1] [t]- ; 

3. Arbeit = Kraft mal Wegf; A = K-s, 

also: LA] = [K][l]=[ni] [!]•[*]-': 

4. Bewegungagröße = Masse mal Geschwindigkeit ; B ^ m v, 

also: [B] = [m][v] = [m][l][t]--; 

5. Lebendige Kraft = L ^ —3— , 

also; [L] = [n.][v]'=[m][l]'[t]-'. 

162. Genug, jede in der Mechanik verwendete Größe muß eine 
Dimension haben von der Form: 

[l]-[tl»[m?, 

wo a, b, c positive oder negative Zahlen einschließlich derNulI sein können. 

Ist c ^ o, so gehört die Größe der Phoronomie an [159], ist 

b = o, so der Massengeometrie § 23 ; verschwinden aber b und c beide, st> 

ist die Größe rein geometrisch, etwa eineLänge oder Fläche oder Volumen. 

163. Bezeichnung abgeleiteter Einheiten. Auf das engste mit der 
Dimension verknüpft ist die neuerdings in Übung gekommene, aus 
den Abkürzungen der Grundeinheiten zusammengesetzte Bezeichnung 
der abgeleiteten Einheiten nach folgender Regel : Es sei [I]' . [t]*" , [m]" 
die Dimension irgendeiner Größe und es seien P, Q, R die Zeichen 
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für die drei Grundeinheiten der Läng-e, Zeit, Masse. So soll die Ein- 
heit der betr. Größe bezeichnet werden mit: 

Im C — G — S-System wäre daher die Krafteinheit, wenn man ihr 
nicht schon das kurze Wort Dyn gegeben hätte, ala CXGXS"* zu be- 
zeichnen. Besonders oft werden die Zeichen -=- oder — und -^^ oder - — 7= 
S sec S* (sec)" 

für die Einheiten der Geschwindigkeit und Beschleunigung benutzt. 

164. Nutzen des Dimensiombesrifles. !■ Er dient zur scharfen Unter- 
scheidung verwandter Begriffe, die der Anfänger gar leicht mitein- 
ander verwechselt. Wie oft z. B. geschieht dies mit Antrieb und 
Arbeit oder lebendiger Kraft und Bewegungsgröße. 

Die Kenntnis der Dimensionsformeln macht dies unmöglich. Auch 
zeigen sie, daß wohl Antrieb und Bewegungsgröße, sowie Arbeit und 
lebendige Kraft in Beziehung zueinander stehen können [598] und 
[669], nicht aber Antrieb und lebendige Kraft oder Arbeit und Be- 
wegungsgröße. 

165. 2. Die Dimensionsformeln kann man gut zur Kontrolle und zur 
Verhütung von Versehen verwenden, da alle Glieder einer Formel die 
gleiche Dimension haben müssen. Wenn man z. B. nicht mehr genau 
weiß, ob die Formel von Huyghens für die Schwingungsdauer eines 
Pendels laute [873]: 

a) t = TT V- oder b) t = jt — L 
'g ff 

(nachlässig gesprochen klingt beides ganz gleich), so prüfe man 

schleunigst die Dimensionen. Links ist sie beidemale = [t], rechts ist 

sie, da die Kreiszahl ?r keine Dimension hat, 

Die Dimensionen stimmen links und rechts in a), nicht aber in b) 
Also darf man, selbst ohne die Quelle zu kennen, aus der die Pendel- 
forrael stammt, dreist behaupten, daß b) falsch und a) richtig ist {falls 
man sicher war, daß eine von beiden richtig sein mußte). 

166. 3. Die Dimensionsformeln ermöglichen auf die schnellste und 
einfachste Weise den Übergang von einem Maßsystem zu einem andern, 
z. B, von: 
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a) Meter — Sekunde — Kilogramm zu: 

b) Dezimeter — Minute — Gramm. 

Gesetzt eine Kraft habe im System a) die Maßzahl K =; 50. Wie 
groß ist ihre Maßzahl K' im System b)? Da die zweite Längen- 
einheit der zehnte Teil der ersteren ist, werden die Maßzahlen der Längen 
in b) zehnmal so groß. Da die Minute 60 Sekunden hat, werden die Maß- 
zahlen der Zeiten in b) 60 mal so klein. Da das Kilogramni 1000 g 
beträgt, werden die Maßzahlen der Massen in b) 1000 mal so groß. 

Also werden nach der Dimensionsformel [161J: 
[K: = [.n][l][t)-' 
die Maßzahlen der Kräfte in b): 

lOOO ■ 10 . Q^ = 36 000 000 

mal so groß (die Krafteinheit mithin ebensovielmal so klein), d. h. es ist; 

K' = 36 000 000 ■ K = 1 ÖOO'OOO 000. 

Also für dieselbe Kraft einmal die Maßzahl 50, das anderemal 
die Maßzahl 1800 000 000. Wie richtig ist der Satz [104): Eine 
Maßzahl allein ohne die Einheit hat gar keinen Wert. 

167. So kann man bei einem Wechsel der Grundeinheiten für alle 
Größenarten verfahren. Sind allgemein die alten Einheiten der Länge, 
Zeit und Masse das s, y, z-fache der neuen Einheiten, ist die Dimension 
der betreffenden Größe ^ [1]" [t]'' [m]°, und sind u die alte, u' die neue 
Maßzahl, so wird: 

u' = u.x"-y''-z=. 

Im besonderen ist es sehr nützlich, der Übung wegen das Ver- 
hältnis der Maßzahlen bei dem Übergang von dem C — G— S-System 
zu einem anderen der in [123] genanntem Systeme für alle im Anhang 
aufgeführten Größen auszurechnen. Da hier das Verhältnis stets eine 
positive oder negative Potenz von 10 wird, so heißt das nichts anderes 
als zu bestimmen, um wieviel Stellen das Dezimalkomma nach rechts 
oder links verschoben werden muß, bzw. wieviel Nullen anzuhängen sind- 
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9 9. Die Streckenlehre. 

166. Die Streckonldire. Die Mechanik ist zwar ohne Geometrie 
überhaupt nicht niög'hch, doch sind nicht alle g'eometrischen Unter- 
suchungen für sie gleich nützlich. Dieser dritte Abschnitt soll daher 
nur solche geo metrische Hilfsmittel erörtern, von welchen sie den 
elementarsten Gebrauch macht. 

169. Die Strecke. Eine Strecke zwischen zwei Punkten A und B 
einer unbegrenzten Geraden I wird bezeichnet als: 

AB oder BA 
wobei man meist unbestimmt läßt, welche von den beiden entgegen- 
gesetzten Richtungen von 1 sie haben soll, ob von A nach ß oder von 
B nach A. Es ist ja auch Sprachgebrauch, diese beiden Richtungen, 
wo es auf die Wahl nicht ankommt, schlechthin als die Richtung 
der Strecke oder der unbegrenzten Geraden, in welcher sie liegt, 
zu bezeichnen. 

170. Der Richtunssstrich. In der Streckenlehre kommt es aber so 
sehr auf diese Wahl an, dali hier ausdrücklich der Richtungsstrich 
eingeführt wird. Danach bezeichnet: 

AB 
die Strecke in der Richtung von A nach B; dagegen: 

BÄ 
die Strecke in der Richtung von B nach A, 

Ferner : Schreibt man A B, so lieilit A Anfangspunkt, B End- 
punkt; schreibt man BA, so heißt B Anfangspunkt, A Endpunkt, 
AB und BA sind also nicht mehr identisch, wie AB und BA. 
Das eben ist die Bedeutung des Richtungsstriches. 

171. Die absolute Länge. Will man auf das bestimmteste kenntlich 
machen, daß überhaupt an der Richtung gar nichts, sondern nur an 
der absoluten Länge gelegen ist, so gebraucht man das Weierstraß'sche 
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Zeichen | a | für den absoluten Wert einer Größe a. AJao zusamtnen- 
g-efaßt: 1. |AB| oder |BA| soll sein die absolute Länge und weiter 
nichts. 2. AB oder B A soll sein die absolute Länge | AB{ und eine 
der beiden Richtungen, ohne nähere Angabe. 3. AB soll sein die 
absolute Länge | A B { und die Richtung von A nach B. 

172. Geometrische Qleldiheft vor Strecken. Nach diesen Festsetzungen 
schließt zwar die Gleichung (Fig. 10): 

ÄB = CD 
auch die Gleichung ein: 

|ABi=]CD| 
fordert aber noch mehr, oätnlich einerlei Richtung. Zur Unter- 
scheidung nennt man auch die erste Gleichung geometrisch. 
Dagegen soll die Gleichung: 

ÄB = — ^C 
zwar auch die Gleichimg: 

|AB1 = |DC1 
einschließen, aber entgegengesetzte Richtung fordern. 

173. Axiome der QleichhelL Die drei allgemeinen Axiome der Gleich* 
beit gelten auch hier. Denn: 

1. Wenn A B ="CD, so ist auch CD'=ÄB. 

2. Es ist A B = A B. Jede Strecke ist sich selbst gleich. 

3. Ist CD^=ÄB und "0^= AB, so ist auch 00"= IT Sind 
zwei Strecken einer dritten gleich, so sind sie auch untereinander gleich. 

Doch treten für die Streckenlehre noch zwei besondere Axiome 
hinzu. Das erste lautet: 

Jeder Punkt im Raum kann zum Anfangspunkt einer und nur 

einer Strecke gemacht werden, welche einer gegebenen Strecke gleich 

sein soll. Man sagt auch : Eine Strecke kann überall hin parallel 

verschoben werden, d. h. von jedem Punkt in den Raum abgetragen 

oder gezogen werden. 

C 174. Das Streckenparallelogramm. Das 

y^ zweite lautet: 

/ WennÄ^="CD. so ist auchÄC=BD: 

/ AB und CD sind nämlich das eine 

A B Paar, A C und B D das andere Paar Gegen- 

Fig. I0_ Seiten des Parallelogramms ABDC. Offen- 

bar ist das Axiom auch richtig in dem 
Grenzfall, daß A B und C D in einer Geraden liegen und erst recht 
dann, wenn sie sich decken, weil dann AC und BD beide ver- 
schwinden. 



i.vCooglc 



^ 9. Die StKckenlehre. 



55 



So bestimmt also ein Paar g'leicher Strecken stets ein zweites Paar 
gleicher Strecken und dieses wieder das erate. Sie bilden zusammen 
ein Streckenparallelogramm (z. B. Parallelogramm der Kräfte). 

176. Der Streckenzug. Strecken, auf deren Richtungen es ankommt, 
addiert man nicht so, wie gewöhnhche Längen, welche nur der Lange 
nach aneinander gelegt werden. Man muß vielmehr auch die Rich- 
tungen beachten, was durch folgende Erklärung geschieht: 

Strecken werden „geometrisch" addiert, indem man sie unter 
Beibehaltung ihrer Richtungen so aneioanderlegt, daß der Endpunkt 
der einen zugleich Anfangspunkt der nächsten wird. Sie bilden dann 
einen Streckeozug oder ein Strecken polygen. Die Schlußlinie des 
Polygons oder die Strecke vom Anfangspunkt der ersten bis zum 
Endpunkt der letzten zu addierenden Strecken ist ihre geometrische 
Summe. Sie heißt auch Resultante und die zu addierenden 
Strecken heißen dann Komponenten. 

176. Das Streckenpolygon ist zuerst von 
Varignon in die Mechanik eingeführt worden 
in zwei seiner wichtigsten Anwendungen, welche 
heute der graphischen Statik zur Grundlage 
dienen, dem Kräftepolygon und dem Seil- 
polygon. Von letzterem wird in diesem Buche 
nicht weiter die Rede sein. 

Für zwei Kräfte wird das Polygon zum 
Kräftedreieck, oämJich {Fig. 10) entweder zum 
/s, A B D oder zum A A C D mit der {fehlenden) 
Scblußlinie A D. Sie ist die Resultante der beiden 
Kräfte AB und AC und so ist auch ganz all- 
gemein die Schlußlinie eines aus beliebig vielen Kräften zusammen- 
gesetzten Kräftepolygons die Resultante. 

177. 1. Oft gehen die zu addierenden Strecken ursprünglich von 
demselben Anfangspunkt aus, (Kräfte mit demselben Angriffspunkt), 
und es wird verlangt, daß die Resultante denselben Anfangspunkt 
habe. Dann wird die erste Strecke genommen, wie sie ist und es 
werden nur die andern parallel verschoben. 

2. Es ist nicht notwendig, daß der Streckenzug und seine Schluß- 
linte die Seiten eines gewöhnlichen ebenen Vielecks bilden. Es kann 
auch ein windschiefes Vieleck sein, wie z. B. in Fig. 11 der Strecken- 
zug A B C G mit der (fehlenden) Schlußlinie A G. 

3. Selbst wenn der Streckenzug ganz in einer Ebene liegt, braucht 
er nicht die Seiten eines gewöhnlichen ebenen Vielecks zu bilden. £a 
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Die Streckenlehte. 





Fig. 12. 



Fig. 13. 



könneii einspringfende Ecken vorkommen, es können aber auch die 
Strecken sich selbst schneiden. Es kommt aber der Anschaulichkeit 
zugute, wenn beides vermieden wird, und es kann vermieden werden 
durch "eine andere Reihenfolg-e in den Strecken |180|. 

178. Die geometrische Sleichung (Fig. 11): 

a) XB + BC=XC 

bedeutet also etwas anderes, als die gewöhnliche Gleichung [171j: 

b) !AR| + |BC| = !AC! 

a) ist immer richtig, wie auch A, B, C liegen, b) dagegen ist nur 
richtig, wenn B in gerader 
Linie zwischen A und C liegt ; * r 
denn sonst ist bekanntlich 
stets 

|aB|-)-:bc >;aci 

Budde hat, weil die 
Strecken im allgemeinen 
Winkel miteinander bilden, 
für das geometrische Addie- 
ren das zusammengesetzte 
Zeichen ^ eingeführt, welches viel Anklang gefunden hat, DerRichtungs- 
strich über den Strecken macht aber das Winkelzeichen ziemlich 
überflüssig. Es wird daher hier das gewöhnliche -(- Zeichen gebraucht 
werden. 

179. Die SummeMxIome werden auch durch das geometrische Addieren 
befriedigt. 

1. (yleiches und Gleiches addiert gibt Gleiche,s, Aus: 

XB^^Ä;^, "BC = b7c; folgt: AC=7^C,. 
Denn aus der ersten Voraussetzung folgt [174]: AA, ^BB, und 
aus der zweiten B B, ;= C C,. Es ist also auch A A, =; C C, und daher 
wieder nach [174]: A"C = A;C,. 

2, Das Axiom der Gruppe. Man darf (bei mehr als zwei Sum- 
manden) innerhalb der Summe beliebig viele aufeinanderfolgende 
Strecken zu Teilsummen vereinigen. Es ist z. B. (Fig. 13): 

AB + FC-f CD"~|-UE = AE, aber auch: 
A¥+(BC + CD) + D^=ÄrB + BD+D^=AE: 
Dieses Axiom heißt auch nach W. Hamilton das assoziative 
Gesetz. 

180. 3. Das Axiom der Folge oder das kommutative Gesetz. 
Es kommt auf die Reihenfolge der Summanden nicht an. 
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Für zwei Summanden folgt dies aus dem Streckenparallelogramm. 
Es ist (Fig. 10) 

AB + BD=AC + CD, oder a+b = b+ä. 

Hieraus und aus dem Axiom der Gruppe ergibt sich für beliebig 
viele Summanden zunächst, daß man irgend zwei aufeinander folgende 
Strecken vertauschen darf. Und da es durch Wiederholung solcher 
Vertauschungen möglich ist, jede Reihenfolge in jede andere zu ver- 
wandeln, so gilt das kommutative Gesetz ganz allgemein, 

181. Der geschlossene Streckenzug. Schließt sich beim Zusammen- 
setzen von Strecken der Streckenzug von selbst, verschwindet seine 
Schlußline, so sa^^t man wohl auch, etwa an Kräfte als Beispiel 
denkend, die Strecken heben einander auf. 

Schließt sich aber der Streckenzug nicht von selbst, so muß man 
zu ihm noch die Resultante hinzunehmen, aber ihre Richtung dabei 
umkehren, um einen vollständig geschlossenen Streckenzug zu er- 
halten. Man kann daher auch sagen: Die Resultante ist diejenige 
Strecke, welche nach Umkehrung ihrer Richtung die gegebenen 
Strecken aufhebt. 

Es ist einerlei, ob man schreibt: A B-|-B C^:rr AC, oder ob man 
schreibt: AB-|-BC-|-( — AQ^O. Letztere Schreibweise entspricht 
dem in der Algebra üblichen Verfahren, alle Glieder einer Gleichung 
auf eine Seite (die linke) zu bringen. 

182. Das Gesetz der Khnllchkelt. Werden Strecken ohne Änderung 
ihrer Richtungen in ein und demselben Verhältnis verlängert oder 
verkürzt, so verlängert oder verkürzt sich auch die Resultante in 
demselben Verhältnis ohne Änderung der Richtung. 

In diesem Satz erscheint das geometrische Grundprinzip der 
Proportionalität und Ähnlichkeit, nach welchem jedes räumliche Ge- 
bilde ohne Änderung der Gestalt in einem beliebigen Verhältnis ver- 
größert oder verkleinert werden kann, 

183. Das Gesetz der Symmetrie. Werden Strecken ohne Änderung 
ihrer Längen umgekehrt, so wird auch ihre Resultante ohne Änderung 
ihrer Länge umgekehrt. 

In diesem Satz erscheint das geometrische Grundprinzip der 
Symmetrie, nach weichem zu jedem räumlichen Gebilde ein gleich 
großes von symmetrischer Gestalt konstruiert werden kann. (Rechte 
und linke Hand.) 

184. Produkt von Strecke und Zahl. Mit Rücksicht auf diese beiden 
Gesetze sind die folgenden Festsetzungen angemessen: Unter Produkt 
einer Strecke mit emer positiven Zahl m, welcher aber schlechter- 
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dings keine Richtung' entsprechen darf, wird eine Strecke verstanden, 
die m-mal so langf ist, wie die g^egebene Strecke imd gleiche Richtung' 
hat. Ist aber m neg'ativ, so soll die Läng^e mit dem absoluten Wert 
I m ) multipliziert und die Richtung' umgekehrt werden. 

Dann kann [182] und [183] so zusammengefaßt werden: Multi- 
pliziert man gegebene Strecken sämtlich mit ein und derselben posi- 
tiven oder negativen Zahl m, so wird ihre Resultante auch mit dieser 
Zahl m multipliziert (Distributives Gesetz.) 

Statt Multiplizieren kann man auch Dividieren sagen, da das 

Dividieren durch m nichts anderes ist als das Multiplizieren mit . 

185. Parallelogramm der Beschleunigungen. Es seien K^, K, ... be- 
liebige Kräfte, K ihre Resultante; ferner seien g^, gj . • ■ die Be- 
schleunigungen, welche K^, K, . . . jede für sich allein erteilen würden 
und g die Beschleunigung, welche K wirklich erteilt. Dann ist: 

Ki = mg„ K, = m.g„ . . . 
aber auch : K ^ m . g. 

Da femer nach dem Parallelogramm der Kräfte: 

K = K, + K, + K, . . . 
SO folgt aus [184] nach Division durch m: 

i = 8-i+ii + g'» ■ • ■ 
d. h, das Parallelogramm der Beschleunigungen. 

186. UnabhSngigkelt der KrSftewIrkungen. Statt der Kräfte darf man 
daher die entsprechenden Beschleunig^ingen zusammensetzen. In 
diesen kommt jede Kraft für sich voll zur Wirkung, unabhängig von 
den übrigen. Heben sich insbesondere die Kräfte auf, so heben sich 
auch die Beschleunigungen auf, d. h. der Zustand der Ruhe oder Be- 
wegung bleibt erhalten, wie es nach dem Trägheitsgesetze sein muß. 

Daß sich die Teilwirkungen in der Gesamtwirkung geometrisch 
addieren, zeigt sich übrigens auch, wenn man die Wirkungen nicht 
als Beschleunigungen, sondern als Deviationen [335] auffaßt und auch, 
wenn es sich um Kräfte handelt, die nicht an demselben Punkt, 
sondern an demselben Körper angreifen. Man muß nur verstehen, 
die Wirkungen richtig zu messen. 

187. Zerlegung einer Strecke. Eine gegebene Strecke zerlegen, heißt 
andere Strecken finden, deren Resultante sie ist. Offenbar ist dies auf 
unendlich viele Weisen möglich, so daß man noch nähere Bedingungen 
stellen muß, um bestimmte Lösungen zu erhalten. 
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Fig. 14. 



Der erste hierher gehörig^e Fall ist das Subtrahiereo, d. h. das Zer- 
leg-en einer Strecke in eine g-eg-ebene und in eine gesuchte Komponente. 

Um von A B ^ a die Strecke C D ^ b zu 
subtrahieren, trage man b an A an, AE=:b. 
Dann ist E B = c die verlangte Differenz. Denn 
da a =5 b -|- c, so folgt c ^ a — b. 

Man merke: Die Differenz zweier Strecken 
mit demselben Anfangspunkt ist die Strecke 
zwischen den beiden Endpunkten. 

Da auch c^a-{- ( — b) ist, so kommt das 
Subtrahieren einer Strecke auf das Addieren 
der ihr entgegengesetzt gleichen Strecke 
heraus. 

18S. Zeriegang Mch zwei Rfditungan C"^ 
einer Ebene). Man ziehe durch Anfangs- 
punkt und Endpunkt der zu zerlegenden 
Strecke a je zwei Gerade, welche die ge- 
gebenen Richtungen haben, und stelle so 
ein Parallelogramm her. Dann sind b und c 
die gesuchten Komponenten. 

Offenbar ist die Lösung immer möglich, 
wenn, wie vorausgesetzt, die Richtung von 
a und die festen Richtungen von vornherein 
in einer Ebene liegen oder doch, was auf 
dasselbe hinauskommt, zu einer Ebene 
parallel sind. 

189. Zerlegung nach drei Richtungen (im 
Raum}, Man ziehe durch A, und durch B 
je drei Gerade, welche die gegebenen Rich- 
tungen haben, lege dann drei Ebenen durch 
je zwei der durch A und ebenso der 
durch B gezogenen Geraden und stelle 
so das Parailelfiach oder Parallelepip edon 
A B C DE F G H her. Dann sind Xc, ÄD 
und AE die gesuchten Komponenten 
von AB. 

Offenbar ist die Lösung immer mög- 
lich, wenn, wie vorausgesetzt, die drei festen 
Richtungen, von demselben Punkt aus gezogen, nicht in einer 
Ebene liegen. 
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190. Die Zerleg-UDg-eo [188] und [189] haben Grenzfälle, in denen 
Komponenten verschwinden. Hätte z. B. a eine der festen Richtungen 
g-ebabt [188], so wäre b oder c verschwunden. 

Oder hätte in (189] AB in der Ebene ACFE gelegfen, so wäre 
B mit F, G mit C, D mit A und H mit E zusammeng-ef allen. Es 
wäre die Komponente A D verschwunden. 

191. Zerlegung nach einer Richtung und nach einer Ebene. Man ziehe 
durch A und durch ß sowohl die parallelen Geraden zu der g^eg^ebenen 

Rieht ungr als auch die parallelen 

'"'""""J Ebenen zu der gegebenen Ebene und 

^ ^ / stelle so das Parallelogramm ACBD 

/ /j / her. So sind A C und Ä D die ver- 

'■ ' "" ' ' langten Komponenten von AB. 

Offenbar ist die Lösung immer 
möglich, wenn, wie vorausgesetzt, die 
feste Richtung nicht in der festen 
Ebene liegt oder zu ihr parallel ist. 
Nur kann auch wieder gelegentlich 
die eine Komponente AC oder die 
andere KoniponenteAD verschwinden, 
p. ,^ Übrigens steht [l'Jl] zwi.schen 

[lö8] und [18'Jj. Denn wenn man 
in [189] zunächst durch zwei der festen Richtungen (z, B, AC und 
AE) eine feste Ebene legt und dann [191] anwendet, so zerfällt AB 
in AD und ÄF. AF aber zerfällt nach [188] wieder in AC und ÄE. 

192. Senkrechte Richtungen. Die Mechanik bevorzugt, wenn feste 
Richtungen und Ebenen anzunehmen sind, den rechten Winkel. Die 
Komponenten sollen oft aufeinander senkrecht stehen; das Parallelo- 
gramm soll zum Rechteck, das Parallel epipedon zum Rechtflach werdfn. 

Der rechte Winkel nimmt eben unter allen Winkeln eine besondere 
Stellung ein, da er die genaue Mitte einhält 
zwischen den äußersten Grenzen der Richtungs- 
unterschiede, den zusammenfallenden und den 
entgegengesetzten Richtungen. 

193. Projektion einer Strecke. Projektion einer 

Strecke Ä B auf eine unbegrenzte Gerade I oder 

Ebene E ist die Strecke C D zwischen den FuÜ- 

Fig. I8fl. punkten der von A und B auf I oder E gefällten Lote. 

Wird auf eine Ebene projiziert, so sind die Lote parallel. Wird 

auf eine Gerade projiziert, so sind die Lote nur dann parallel, wenn 
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A B uod I in eioer Ebene Hegen. Sind Ä B und 1 zueinander „wind- 
schief" so sind es im allgt'ineinen auch die Lote. (Fig. 18c.) 

Wenn es nur auf geometrische Gleich- 
heit ankommt, kann beim Projizieren jede 
Strecke durch eine ihr gleiche ersetzt 



Fig. 




werden. Denn gleiche Strecken haben auf dieselbe Gerade (oder 
parallele Gerade) und auf dieselbe Ebene (oder parallele Ebenen) auch 
gleiche Projektionen. 

m. In Fig. 19 sind AC, ÄD und ÄE die E_ 

drei Projektionen von AB auf drei zu ein- 
ander senkrechte Richtungen. Aber sie sind 0^ 
auch zugleich die drei Komponenten von 
AB in [189]. AT', ÄTG und ÄH sind auch 
Projektionen von A B, aber auf die drei 
zueinander senkrechten Ebenen, welche durch 
je zwei der genannten Richtungen enthalten. 

Da AC Projektion von AB und auch 
von AG ist, AG aber selbst schon Projek- 
tion von AB war, so folgt: Statt eine Strecke 
unmittelbar auf eine Gerade I zu projizieren, 
kann man sie erst auf irgendeine durch 1 
gehende Ebene E projizieren und dann 
diese Projektion auf I projizieren. Sind 
(Fig. 20) AB und 1 windschief, so ver- 
meidet man durch dieses indirekte Ver- 
fahren das Ziehen der windschiefen Lote 
AA" und BB" [193]. 

19S. Projektionen und Ute. Die in [194] 
genannten Projektionen auf die drei 
senkrechten Richtungen sind geometrisch gleich den von B auf die 
drei senkrechten Ebenen gefällten Lote. Es ist: 

FB=^ÄrC, GB = AD, irB=ÄE. 




Fig. 90. 
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Ebenso sind die Projektionen auf die drei Ebenen g-eometrisch. 
g-leich den von B auf die drei Richtungen g-efällten Lote. Es ist: 
C¥=ÄF, DB = Äli, EB = AH. 

Allgemein: 1, Das Lot vom Endpunlit B einer Streclte auf eine- 
durch ihren Anfangspunkt A gehende Gerade ist gleich der Projektion 
auf eine zu dieser Geraden senkrechte Ebene. 2. Das Lot vom End- 
punkt B einer Strecke auf eine durch ihren Anfangspunkt A gehende 
Ebene ist gleich der Projektion auf eine zu dieser Ebene senkrechte 
Gerade, 

So kann man leicht Projektionen und Lote vertauschen, wenn mao 
Gerade und Ebene miteinander vertauscht. Dieser Dualismus ist für 
die Theorie mancher mechanischen Hilfsbegriffe viel wert. Er muß 
nur, wie der nächste Paragraph zeigen wird, etwas erweitert und gut 
ausgenutzt werden. 
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196. PlanoröBe ist eine Größe, der außer ihrem absoluten Wert noch 
eine Ebene und in derselben ein Drehungssinn beigelegt wird. 

Das erste Beispiel hierfür war das von Archimedes eingeführte 
Drehungsmoment einer Kraft K ^ A B in bezug auf irgendeinen 

Punkt C als Pol. Sein 

absoluter Wert 
wird dem Produkt aus 
dem absoluten Wert 
von K und dem ab- 
soluten Wert des Lotes 
a vom Pol C auf die 

Kraftlinie gleich- 
gesetzt Seine Ebene 
geht durch den Pol 
und durch die Kraft- 




Fig. 21. 



linie und sein wie üblich durch einen gekrümmten Pfeil bezeichneter 
Drehungssinn entspricht derjenigen Drehung, welche eine durch 
den Pol gehende bewegliche Gerade erhalten muß, damit ihr Durch- 
schnittspunkt E mit der Kraftlinie auf letzterer in der Richtung der 
Kraft läuft. 
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Andere Beiapiele für PlangrÖßen sind die Flächengfeschwindig-keit, 
die Flächen beschleunigfungf, das Kräftepaar usw. 

197. Absoluter Wert und Rächeninhalt Da eine PlaDgröße in einer 
Ebene liegt, so ist es in der Ordnung, wenn ihr absoluter Wert durch 
den Flächeninhalt einer bestimmten ebenen Fläche veranschaulicht 
wird. Meist bietet sich hierzu von selbst das Parallelogramm , wie z. B. 
bei dem Drehungsmoment, wenn man durch C eine zu K entgegen- 
gesetzt gleiche Strecke CF zieht Denn der Inhalt des Parallelo- 
gramms ABCF ist=:K.a:= Grundlinie X Hohe. 

So in vielen anderen Fallen. In der Regel soll daher ein Parallelo- 
gramm genommen werden. 

196. Drehunssstnn und Umlaufsslnn. Dreht man eine Gerade in einer 
Ebene um einen Punkt, so beschreibt jeder andere Punkt der Geraden 
einen Kreis und aus dem Drehungssinn wird ein Umlaufssinn {Uni- 
fahrungssinn). 

Dieser Umlaufssion, den Möbiua In die Geometrie und Mechanik 
eingeführt hat, läßt sich sofort auf jede allseitig begrenzte Fläche über- 
tragen. So entspricht in Fig. 21 dem Drehungssinn des krummen 
Pfeiles der Umlaufssinn A — ß — C — F — A. 

In die übliche Bezeichnung eines Polygons durch seine Ecken 
kann man den Umlaufssinn mit einschließen, so daß ABCF und AFCB 
zwar dasselbe Parallelogramm, aber entgegengesetzte Umlaufs- 
sinne bedeuten. 

199. QlelChhelt von PlangrSBen. Plangrößen heißen nur dann geo~ 
metrisch gleich, wenn sie sowohl in ihrem absoluten Wert, als auch 
in ihrem Drehungs- oder Umlaufssinn übereinstimmen. Entgegen- 
gesetzt gleich aber heißen sie, wenn die absoluten Werte dieselben, 
aber die Umlaufssinne entgegengesetzt sind. (Vgl. [172].) So ist: 

AFCB = -^ABCF. 
Gleiche Plangrößen können also nur in derselben oder in parallelen 
Ebenen liegen, die alsdann wie eine einzige Ebene anzusehen sind. 

200. Die Schiebung. Hiernach ist die f., j^ 

Forderung, eine Plangröße durch ein ^ r 7 r 7 O' 

Parallelogramm darzustellen, an sich noch 
recht unbestimmt, da es möglich ist, ein 

solches Parallelogramm auf viele Arten X ^ 

in ein anderes zu verwandeln. Unter 

diesen Arten erscheint als eine der ein- ^' 

fachsten die Schiebung, welche darin besteht, daß man eine Seite A B 
ganz festhält, aber die Gegenseite in ihrer eigenen Geraden beliebig 
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verschiebt. Denn ABDC und ABD'C stimmen in Größe und Um- 
lauf ssion überein. 

Hält man immer dieselbe Seite fest, so entsteht durch Zusammen- 
setzung- von Schiebung-en offenbar immer wieder eine Schiebung. Wird 
aber mit den Seiten gewechselt, so läßt sich mehr erreichen. Ja es 
läßt sich alles erreichen, nämlich jede Verwandlung eines Parallelo- 
gramms !□ ein anderes. Dies ist jetzt zu zeigen. 

201. a) Ein Parallelogramm ohne Änderung der Größe und Ge- 
stalt parallel zu verschieben. Es sind vier Schiebungen nötig, die 
folgende Kette bilden (Fig. 23) : 

ABCD = ABjCjD = AjBjCjD, = AiB, C,D, = A,B,C,D,. 




Fig. 23. 



Fig. 34. 



b) Ein Parallelogramm soll in ein anderes verwandelt werden mit 
der-iielben Ecke A, so daß Ecke B auf AB (unbegrenzt verlängert) 
nach B^ gebracht wird und auch Ecke D, auf der unbegrenzten 
Geraden AD bleibt. Vier Schiebungen, nämlich (Fig. 24): 

ABCD = ABgC,D = AB,DDj = AB, C,D, = AB, C,D,. 

c) Ein Parallelogramm in ein 
anderes zu verwandeln mit der 
selben Ecke A, so daß dieNachbar- 
ecken auf irgend zwei durch A 
gehenden Geraden 1 und l, liegen. 
Zwei Schiebungen, nämlich : 
A B C D=A Bi Cj D=A B, Cj D,. 
Sollte D auf 1 liegen, so 
ist die erste Schiebung 
nicht möglich, weil dann 
B C zu I II wird. Man ver- 
tausche dann die Reihen- 
folge. Sollte aber sowohl D 
auf 1, als auch B auf 1, liegen, so muß erat eine Schiebung vorangehen, 
um D aus I herauszubringen. Man braucht dann also drei Schiebungen, 
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202. VcrwandtHng von Parallelogramnieii. Sind ABCD und A^B^CiD, 
irgend zwei gleiche, in derselben Ebene lieg'eude Parallelogramnie, so 
kann stets das eine in das andere durch eine Kette von Schiebungfen 
verwandelt werden. 

Denn nach a) brinjfe man A nach A,, darauf nach c) AB mit 
Aj B, und A D mit Aj D, in dieselbe Linie und endlich nach b) B nach 
B,. Dann müssen, weil die Parallelogramme gleich sind, CD und C^ D, 
in derselben Geraden liegen. Also müssen, da zwei Gerade nur einen 
Schnittpunkt haben, D und D^ zusammenfallen, also endlich auch C 
und C,. 

Die Schiebung ist also bei der Verwandlung eine Grund- 
operation, nur sollen die Parallelogramme von vornherein in einer 
Ebene liegen, andernfalls sind sie erat in eine Ebene zu bringen. 

203. Projektion einer PlangröBe. Macht 
CD eine Schiebung durch, so ist mit Cj D, 
das gleiche der Fall. Da man nun nach 
[202] jede Verwandlung in derselben 
Ebene als Verschiebungskette ansehen 
kann und offenbar die Parallelverschiebung 
in eine Parallelebene an Größe und Gestalt 
der Projektion nichts ändert, so folgt: 
Sind zwei Plangrößen einander gleich, so 
sind auch ihre Projektionen auf dieselbe ^'^' 
Ebene (oder parallele Ebenen) einander gleich. 

204. Strecken und PlangrSBen stehen sich dual gegenüber. Hier 
Gerade, dort Ebene, hier Länge, dort Flächeninhalt, hier Richtung, 
dort Umlaufssinn, darin liegen ihre polaren Gegensätze. 

Doch Poinsot hat erst den Hauptpunkt erkannt, nämlich daß 
und wie man einer gegebenen Plangröße eine und nur eine Strecke 
zuordnen kann (und umgekehrt), wenn alle gleichen Plangrößen oder 
Strecken für eine einzige Plangröße oder Strecke, also auch alle 
parallelen Ebenen oder Geraden für eine Ebene oder Gerade ge- 
nommen werden. 

Die genannten drei Gegensätze mußten hierzu einzeln vor- 
genommen werden. Es fragte sich: 1. Wie kann man Gerade und 
Ebene eindeutig zuordnen? 2. Wie kann man Länge und Flächen- 
inhalt eindeutig zuordnen? 3. Wie kann man Richtung und Drehungs- 
sinn eindeutig zuordnen? 

205. Gerade und Ebene, l^ie erste Frage läßt sich nur auf eine 
Weise so beantworten, wie es der geometrischen Symmetrie ent- 
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spricht Man ordne der Ebene die zu ihr senkrechte Gerade oder 
umg-ekehrt der Geraden die zu ihr senkrechte Ebene zu. 

Lotlinie und Horizontal ebene, Erdachse und Äquatorebene, Welle 
und Rad sind die bekanntesten Beispiele einer solchen Zuordnung*. 

206. Länge und RScheninhalt. Auch die zweite Frage bietet g^ar 
keine Schwierigkeiten, Man ordne zu allererst Längeneinheit und 
Flächeneinheit einander zu und setze dann fest, daß Längen und 
Flacheninhalte mit g-leichen Maßzahlen einander entsprechen sollen. 

Im C-G-S-System verwandle man hier- 
nach die Plangröße in ein Rechteck, dessen 
eine Seite = 1 cm ist. Dann ist die andere 
Seite diejenig:e Länge l, welche dem Flächen- 
inhalt entspricht. Umgekehrt: Ist eine Längte I 
[,-jg 27 gegeben, so mache man sie zur Seite eines 

Rechtecks, dessen andere Seite 1 cm lang* 
ist. So entspricht sein Flächeninhalt der Lange I. 

207. Richtung und Umlaufs-' oder Drehungssinn, Soviel steht über ihre 
Zuordnung- nach [205] zunächst fest: Den beiden entgfegen gesetzten 
Richtung:en a und b in einer Geraden (Figf. 28) haben zusammen zu 
entsprechen die beiden entgegengesetzten Umlaufssinne oder Drehungs- 
sinne c und d in der zu ihr senkrechten Ebene. 

Aber soll man a und c, also auch b und d,*) oder soll man a und d, 
also auch b und c einander zuordnen? Ist in dieser Hinsicht über- 
haupt eine solche Festsetzung mög-lich, die immer g-ilt, wie auch die 
Gerade und die zu ihr senkrechte Ebene die Stellung im Räume ändern? 

208. Drehungssinn nach dem Uhrzeiger. Hierzu sei zunächst bemerkt, 
daß man zur Unterscheidung zweier entgegengesetzter Drehungssinne 
gewöhnlich die Drehung- des Uhrzeigers benutzt, indem man sagt: 
der eine sei „mit der Uhr", der andere „entgegen der Uhr". Bei g^e- 
nauer Überlegung wird man aber gewahr, daß dann jedesmal, wenn 
auch oft nur stillschweigend, eine Voraussetzung untergeschoben wird 
über die Seite, von der aus die Drehung- betrachtet wurde. 

Und diese Voraussetzung ist wesentlich! Ohne sie hat die genannte 
Angabe des Drehungssinnes gar keinen „Sinn", denn wenn man eine 
Drehung von der anderen Seite betrachtet, so kehrt sich ihr Sinn um. 
Man betrachte z, B. die Drehung des Schwungrades einer Dampf- 
maschine erst von der einen, dann von der anderen Seite. Einmal 
mit der Uhr, einmal entgegen der Uhr. Die Erde dreht sich mit der 
Uhr, Ja, vom Südpol aus gesehen. Sie dreht sich entgegen der 



*) D« linke Pfeil d muS die Spitze am anderen Ende haben. 
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Uhr. Auch ja, aber vom Nordpol aus gesehen. Also: Keine Drehung- 
ist an sich weder mit, noch entgfeg-en der Uhr. Sie kann vielmehr 
das eine, aber auch das andere werden. 

209. Zuordnuno nach dem Uhrzelffer. Es 
erscheint der Drehungssinn c von A aus 
entg'eg'en, von B aus mit der Uhr, dageg^en 
der Drehungssinn d von A aus mit, von 
B aus entgegen der Uhr. Da nun A von 
E aus in der Richtung a, B von E aus 
in der Richtung b liegt, so werde fest- 
gesetzt: Die Zuordnung (a, d), also auch 
(b, c) soll mit der Uhr, dagegen die Zu- 
ordnung (a, c), also auch (b, d) entgegen 
der Uhr heißen. 

Damit ist die allgemeine Festsetzung 
gefunden, von der in [207] die Rede war. 

210. Englische und tranzSsIsche Zuordnung. 
Man nennt auch die Zuordnung mit der 
Uhr französisch, entgegen der Uhr eng- 
lisch, entsprechend den beiden (in Figur 30) 
schematisch dargestellten Schraubengewin- 
den, dem französischen oder 
linksgängigen und dem eng- 
lischen oder rechtsgängigen. 

Dabei sei bemerkt, daß bei 
Umwenden der Schraube die 
Gewindeart nicht etwa in ihr 
Gegenteil umspringt, sondern 
dieselbe bleibt, da beides um- 
kehrt, Richtung sowohl wie 
Drehungssinn. Eine Schrauben- 
mutter, welche überhaupt paßt, Fig. 29, 
paüt auch, wenn sie verkehrt 
auf die Scbraubenspindel aufgesteckt wird, 

211. Welche Zuordnung man nehmen solle, ob die französische 
mit der Uhr oder die englische entgegen der Uhr, darüber gibt es 
in der Sache selbst gar keine Gründe zur Entscheidung. Poinsot hat 
als Franzose die französische gewählt, doch wird jetzt die englische 
auch angetroffen. 

Es wäre sehr wünschenswert, wenn hierin eine Einigung erzielt 
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würde. Aber sie steht noch aus, und so mag^ jeder wählen, wie es 
ihm paßt Hier ist die englische Zuordnung genommen worden, weil 
in Deutschland das englische oder rechtsgängige Gewindesystem 
vorherrscht. 

2\2. Pfeil einer PlangrCDe. Aus [ä05|, 
[206] und [211J folgt: Soll eine Plan- 
größe durch eine Strecke, wie man 
sagft, durch ihren „Pfeil" vertreten 
Werden, so errichte man auf ihrer 
Ebene ein Lot, trage auf ihm eine 
Länge auf, welche dem Flächeninhalt 
lUv/Uiffeirinde LbAtgtwtndm entspricht und gebe ihr diejenige 
EngUseh FitmMÖ^iMh Richtung, welche dem Umlaufssinn 

englisch zugeordnet ist. Oder: Soll 
eine Strecke durch eine Plangröße 
vertreten werden, so konstruiere man eine zu ihr senkrechte Ebene, 
zeichne in dieser ein Parallelogramm, dessen Inhalt der Länge der 
Strecke entspricht und gebe ihm den Umlaufssinn, welcher der 
Richtung der Strecke englisch zugeordnet ist 

Im ersteren Falle stellt man am besten die Plangröße durch ein 
Rechteck dar, dessen eine Seite ^ 1 ist und dreht die andere Seite 
um 90" in die Lotrichtung. Im 
zweiten Falle drehe man die 
Strecke um 90* in die senk- 
rechte Ebene und vervollständige 
dann das Rechteck. 

In der Regel ersetzt man 
Plangrößen durch Strecken, weil 
letztere geometrisch einfacher 
sind. Das Umgekehrte ist aber 
auch oft von Nutzen [315]. 
213. Mit der Einführung des Pfeiles wird die Plangröße gleichsam 
in eine Strecke verwandelt, obgleich sie an sich vielmehr ihr dualer 
oder polarer Gegensatz ist [204]. Man kann daher Operationen an 
Plangrößen so erklären, daß man erklärt, was mit ihren Pfeilen zu 
geschehen habe. 

So verfährt man z. B. bei der Ausdehnung der Begriffe des 
Addierens, Subtrahierens, Zerlegens von Strecken auf Plangrößen. Es 
werden eben die Pfeile der letzteren als Strecken addiert subtrahiert, 
zerlegt und die so gefundenen neuen Strecken zu Pfeilen der zu 
findenden Plangrößen gemacht < imnlr 
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214. Entsprechendes g-ilt auch für das Projizieren, Ob man eine 
PlangTÖße unmittelbar auf eine anäere Ebene projiziert oder ob man 
ihren Pfeil auf eine zur Ebene senkrechte Grerade projiziert, ist einerlei. 

Denn wenn eine in Ebene E g-elei^ene Plangröße auf eine andere 
Ebene E, (Fig. 26) projiziert werden soll, so stelle man sie durch ein 
Rechteck dar, dessen eine Seite = 1 gemacht ist und in der Schnittlinie 
von E und E, liegt. Dann kommt das Projizieren des Rechteckes auf 
das Projizieren der anderen Seite / hinaus. Dieses / und seine Pro- 
jektion werden aber nach Drehung um 90" [212] zu dem Pfeil der 
PlangTÖße und seiner Projektion. 



1 n. Die geometrischen Momente. 

215. Strecke und Plangröße vereinigen sich innigst in dem Begriff 
des geometrischen Momentes; denn es ist eine Plangröße, welche eine 
Strecke voraussetzt; es ist das Moment der Strecke. 

Außer ihr muß noch ein Punkt als Pol gegeben sein, auf den 
sich das Moment bezieht (polares Moment), oder statt dessen eine Gerade 
als Achse (axiales Moment). Beide Arten von Momenten hängen sehr 
voneinander ab, wie sich zeigen wird [219]. 

216. Das polare Moment Das polare Moment setzt dreierlei voraus, 
nämlich : 

1. eine nach Länge und Richtung 
gegebene Strecke K ; 

2. eine gegebene Gerade, in 
welcher K liegt. K darf also jetzt 
nicht in eine parallele Gerade seitlich 
verschoben werden, sondern muß in 
der gegebenen Geraden bleiben ; 

8. einen Pol O, auf den sich das 
Moment beziehen soll. 

Die Ebene E durch O und K Fig. 83. 

ist die Ebene des Momentes. Sein 

absoluter Wert ist der Inhalt des „Momentenparallelogramms" [197] 
oder Strecke X Abstand, und sein Drehungssinn ist nach [196] be- 
stimmt Stellt man das Moment nach [212] durch einen Pfeil M dar, 
so ist dieser, weil zu O gehörig, von O als Anfangspunkt als Strecke 
senkrecht zur Ebene E aufzutragen in der zugeordneten Richtung. 
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Das bekannteste Beispiel eines solchen Momentes ist das schon 
in [196] g'enannte Drehungsinomen t einer Kraft für einen Punkt. 
Doch kann man in ganz gleicher Weise vom Moment einer Geschwin- 
digkeit oder BesciileunigTing, korz einer Strecke reden. 

217. MomentensSbe. Aus dieser Erklärung folgt unmittelbar: Das 
Moment M bleibt vÖlhg- unverändert, wenn man die Strecke K in 
ihrer eig^enen Geraden beliebig verschiebt Denn dieser Verschiebung 
entspricht eine Schiebung' des zugehörigen Parallelogramms des 
Momentes [197]. Also in der eigenen Geraden darf Ksich verschieben, 
nicht aber seitlich in eine parallele Gerade. 

Femer: Entgegengesetzt gleiche Strecken in derselben Geraden 
haben auch in bezug auf jeden Pol entgegengesetzt gleiche Momente, 
Denn mit der Richtung kehrt sich auch der Drehungssinn um. 
Oberhaupt verhalten sich die Momente von Strecken in derselben 
Geraden wie diese Strecken selbst. 

Drittens: Das Moment verschwindet nur, wenn der Pol auf der 
Geraden liegt, in welcher K enthalten ist 

218. Pro]ektionssatz der Momente. Ein sehr wichtiger Momentensatz, 
welcher nicht ganz so nahe liegt, ist der Projektionssatz. Er lautet: Bildet 
man die Pfeile M und M, der Momente derselben Strecke K in bezug 
auf irgend zwei Punkte P und P,, so sind deren Projektionen auf die 
unbegrenzte Verbindungshnie PP, einander gleich. 

Denn projiziert man statt der Pfeile die Momente selbst auf eine 
zu P P, senkrechte Ebene, so tritt vollständige Deckung ein, da P und 
Pj sich in einem und demselben Punkt, dem Durchschnittspunkte von 
P P, mit dieser Ebene projizieren. 

Eine unmittelbare Folge ist der Satz; Projiziert man die Pfeile 
aller Punkte einer Geraden 1 auf diese Gerade, so sind diese Projek- 
tionen sämtlich einander g-leich. Vgl. [380]. 

219. Das axiale Moment. Man bezeichnet diese gemeinsame Pro- 
jektion als das Moment von K in bezug auf 1. Es ist ein axiales Moment. 

Ein axiales Moment stimmt also überein mit der Projektion eines 
polaren Momentes, wenn man den Pol irgendwo auf der Achse annimmt. 
Der Pfeil eines axialen Momentes wird selbstverständlich in der Achse 
selbst eingetragen, kann aber hiemach in derselben beliebig ver- 
schoben werden. 

Um das axiale Moment einer Strecke K in bezug auf eine Gerade 1 
zu einem polaren zu machen, projiziere man K und i auf eine zu 1 senk- 
rechte Ebene. Dann wird die Projektion von 1 zu einem Punkt P, in bezug 
auf welchen das polare Moment der Projektion von K zu nehmen ist. 
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220. Das HauptmomenL Das polare Moment in bezug auf einen 
beliebigen Punkt O kann umgekehrt zu einem axialen gemacht werden, 
wenn man das Lot auf seiner Ebene als Axe hinzunimmt Da die 
axialen Momente für alle anderen durch O gehenden Geraden nach 
[219] durch Projizieren dieses polaren Momentes entstehen, so sind 
sie sämtlich kleiner. 

Man nennt daher auch das polare Moment in bezug auf einen 
Punkt O das zugehörige Hauptmoment. 

221. Das Streckensystem. Oft sind statt einer einzigen Strecke deren 
beliebig viele K,, Kj... zu betrachten, von deoen jede in einer ge- 
gebenen Geraden liegen soU (z. B. Kräfte, die an einem starren Körper 
angreifen). Sie mögen ein Streckensystem genannt werden. 

Die geraden Linien, in welchen die Strecken Kj, K,, . . . liegen, 
brauchen dabei weder durch denselben Punkt zu gehen, noch parallel zu 
sein. Sie können vielmehr auch beliebig windschief zueinander liegen. 

222. Momente eines Streckensysteins. Für die Momente eines solchen 
Streckensystems gelten die Festsetzungen; Sein polares Moment in 
bezug auf einen beliebigen Punkt O soll übereinstimmen mit der 
geometrischen Summe der polaren Momente der Strecken selbst in 
bezug auf denselben Punkt O. Das gleiche soll gelten für das axiale 
Moment in bezug auf eine beliebige Gerade 1. 

Mit anderen Worten. Die Momente eines Streckensystems sollen 
die Resultanten der Momente der Strecken selbst sein. 

223. Für die so definierten polaren und axialen Momente eines 
Streckensystems bleiben die Sätze [218] bis [220] Wort für Wort 
richtig, nur muß statt der Strecke K das Streckensystem gfesetzt 
werden. Für [218] folgt der Beweis unmittelbar aus dem Satze, daß 
die Projektion der Resultante mit der Resultante der Projektionen über- 
einstimmt und aus [218] folgt wieder wie bei der Einzelstrecke 
[219] und [220]. 

224. Moment der Resultante. Wenn die Geraden des Streckensystema 
sämtlich durch einen Punkt A gehen, oder, was nach [217] dasselbe 
ist, wenn die Strecken denselben Anfangspunkt A haben, so ist das 
resultierende Moment in bezug auf irgendeinen Pol O gleich dem 
Momente der Resultante der Strecken, wenn man diese auch durch 
A hindurchgehen läßt [177], 

Dies ist der Momentensatz von Va r i g n o n. Um ihn zu beweisen, 
projiziere man die Strecken sämtlich auf diejenige Ebene, welche durch 
A geht und zu A O senkrecht steht. Alsdann kann jede Strecke zunächst 
durch ihre Projektion ersetzt werden, weil die entsprechenden Momenten- 
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Fig. 34. 



parallelogframme offenbar gleichen Inhalt und Umlaufssinn haben. 
Dann wird der Abstand sämthcher Strecken vom Pol ;= A O, also ent- 
stehen die Pfeile ihrer Momente durch Drehung um 90* und Ver- 
längerung oder Verkürzung im Verhältnis von A O zur Längeneinheit. 
Und daher entspricht der Resultante der Kräfte die Resultante 
der Momente. 

Da der Momentensatz von Varigoon hiernach für die polaren 
Momente gilt, so gilt er auch für die axialen, da diese nach [219] 
Projektionen der polaren sind. 

225. Das Streckenpaar. Ein anderer sehr bemerkenswerter Fall ist 
das „Streckenpaar", bestehend aus zwei gleich langen, in parallelen 
Geraden liegenden Strecken von entgegengesetzter Richtung K und 

K.,. Als Kräftepaar ist es von Poinsot 
als elementarer und äußert wichtig ge- 
wordener Hilfsbegriff in die Mechanik 
eingeführt worden ; allerdings erst, nach- 
dem schon Frühere, z. B. Euler, sich 
mit ihm befaßt hatten. Der Momenten- 
satz des Streckenpaares lautet: Ein 
Streckenpaar hat in bezug auf alle 
Punkte des Raumes ein und das- 
selbe polare Moment, das nach Größe 
und Umlaufssinn dargestellt wird durch das aus den beiden Strecken 
K und K, als Gegenseiten gebildete Parallelogramm. 

226. Der Beweis ist einfach. Man denke sich durch einen beliebigen 
Punkt O des Raumes irgendeine zur Ebene E des Streckenpaares 
senkrechte Ebene und projiziere auf letztere die Momente der Strecken 
K und K,, in bezug auf O, Diese Projektionen heben sich auf, 
da die Projektionen von K and K, in dieselbe Gerade, nämlich die 
Schnittlinie beider Ebenen fallen. Also ist die Ebene des resultierenden 
Momentes zunächst parallel zur Ebene des Streckenpaares. 

Daraus folgt nach dem Projektionssatz [216J weiter, daß die 
Momente für alle Punkte übereinstimmen, welche auf demselben Lot 
auf E liegen. Daß aber auch die Momente für zwei verschiedene 
Lote gleich sein müssen, ergibt sich nun auch aus demselben Projek- 
tionssatz, indem man ihn auf irgendeine Gerade anwendet, welche 
beide Lote schräg schneidet. Deim da die beiden Projektionen ein- 
ander gleich und die Momente selbst parallel sind, so müssen letztere 
auch gleich sein. 

Das Streckenpaar hat daher wirklich für alle Punkte nur ein 
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polares Moment Um es zu bestimmeD, nehme man als Pol den 
AtifaDg^spunkt von K. Es verschwindet dann das Moment von K und 
es bleibt dasjenigre von Kj übrig, welches nach |197| nichts anderes 
ist als das aus K und K, als Geg-enseiten gebildete Parallelogramm. 

227. Xquivalente Streckensysteme. Zwei Streckensysteme sollen äqui- 
valent heißen, wenn sie in bezug auf jeden Bunkt des Raumes gleiche 
Momente haben. Welchen Wert diese Begriffsbildungf hat, wird sich 
später bei der Mechanik der starren Körper herausstellen. § 38. 

Als einfache Fälle seien erwähnt: Ein Streckensystem, dessen 
Geraden sämtlich durch einen Punkt gehen, ist einer Einzelstrecke 
äquivalent [224|. Ein Streckenpaar ist jedem anderen Streckenpaar 
von gleichem Parallelogramm und Umlaufssinn äquivalent. 

228. Die Nullinien. Nullinien eines Streckensystems nennt man nach 
MÖbius diejenigen Geraden im Raum, in bezug auf welche sich die 
axialen Momente aufheben. Nach [220| liegen alle Nullinien, welche 
durch einen Punkt hindurchgehen, in der zum Pfeil des Hauptmomeates 
senkrechten Ebene. 

Besteht das Streckensystem aus einer einzigen Strecke oder ist 
es einer solchen äquivalent, so sind die Nullinien identisch mit denjenigen 
Geraden, welche die Strecke selbst oder deren Verlängerung schneiden. 
Ist es ein Kraftepaar, so sind die Nullinien identisch mit denjenigen 
Geraden, welche in der Ebene des Kräftepaares liegen oder zu ihr 
parallel sind. 

229. Die Ausdehnungslehre. Die Momententheorie weiter zu ent- 
wickeln, wird sich später Gelegenheit bieten. Sie ist an sich eine rein 
geometrische Theorie, genau so wie diejenige der Strecken und 
Plangrößen, auf denen sie beruht. 

Es sind diese drei aber nicht die einzigen, sondern nur die ele- 
mentarsten Gebilde eines ganzen umfassenden Gebietes, welches 
Graßmann die Ausdehnungslehre genannt hat. Die vierte hierher 
gehörende Größenart ist auch zuerst von der Mechanik hervorgehoben 
worden, früher unter der Bezeichnung „virtuelles" Kraftmoment 
(Bernoulli), jetzt unter dem Ausdruck „Arbeit" (Poncele t). Sie 
ist, rein geometrisch betrachtet, das Produkt einer Strecke und der 
Projektion einer anderen auf ihre Richtung [657]. 

Von den weiteren Hilfsgrößen dieser Lehre, deren Anwendung 
in den letzten Jahrzehnten außerordentUche Fortschritte gemacht hat, 
ist in diesem Buch Abstand genommen worden. Sie sind noch nicht 
elementar genug. 
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§ 12. Die Koordinatenlehre. 

230. Analytische Mechanih. Obgleich die analytische Geometrie schon 
im Jahre 1637 von Cartesius begfründet worden ist, haben doch erst 
MaclauriD und Euler über ein Jahrhundert später das rechtwinklige 
Koordinatensystem, nachdem es von der Ebene auf den Raum er- 
weitert worden war, zur 
formalen G-rundlage der 
analytischen Mechanik ge- 
macht. Vgl. [113]. 

Es ist keine andere 
Grundlage möglich, wel- 
che diese ersetzen könnte 
231. Das Koordlnatensysteni. 
Ein räumliches rechtwink- 
liges Koordinatensystem 
hat drei aufeinander senk- 
rechte, sich im ,.Anfangs- 
punkt" schneidende „Ach- 
sen" (x- Achse, y-Acbse, 
z-Achse) und drei Koor- 
dinatenebenen, die durch 
je zwei der Achsen gehen und daher auch zueinander senkrecht 
stehen (y z-Ebene, z x-Ebene, x y-Ebene). 

^ Für Gebilde in einer einzigen 

Ebene reicht das zweiachsige System 
aus (x- Achse und y- Achse). Für eine 
Gerade endlich bleibt nur der Anfangs- 
punkt übrig, wenn man sie selbst zur 
Achse, etwa zur x-Achse, macht, 

232. Richtungen und Vorzeichen. Als 
wesentlich tritt hinzu, daß in jeder Achse 
der einen Richtung das Vorzeichen -|-, 
der anderen das Vorzeichen — beigelegt 
wird in der Absicht, eine beliebige in 
ihr gelegene Strecke (oder auch eine 
parallele Strecke) durch eine algebraische, d. h. mit einem Vor- 
zeichen behaftete Zahl aus- 
drücken zu können. Es ist 
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z. B. in Fig. 38 Nr. 1 
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A B = -|- 5, B^ = — 6, dagegen : 
|AB| = |BA| = 6. 
So steht in einer Koordinatenachse das Vorzeichen für die 
Richtung. Keine Anwendung der Vorzeichen kommt dieser an Er- 
folg gleich, welche übrigens auch die erste gewesen ist. 

233. In einer Koordinatenachse fallen geo- 
metrisches Addieren (§ 9) und algebraisches 
Addieren von Strecken zusammen, da die 
Summe der algebraischen Streckenwerte mit L ' ' !, ' 
dem Streckenwert der geometrischen Summen- | — t—i — ^— 
strecke übereinstimmt Nach [178] ist immer, r b 
also auch hier: ' •"" 

ÄB'-|-BC = ÄC' ^'^^ ^■ 

und in der Tat findet man in jeder der Figuren 38 die entsprechende 
algebraische Gleichung bestätigt: 

(+5) + {+3) = {-|-8) 

(+5) + (-3) = (+2) 

(_5)-f(+3) = {-2) 

(_5) + (-3) = (~8). 

234. Englisches und französisches Koordinatensystem. Man kann auch 
die entgegengesetzten Drehungs- oder Umlaufssinne in den Koordi- 
natenebenen durch die Vorzeichen -\- und — auseinanderhalten (Fig. 36). 
Selbstverständlich wird man dabei das Übereinkommen in [211] be- 
rücksichtigen und denjenigen Drehungssinn positiv nennen, welcher 
der positiven Richtung der zu ihr senkrechten Achse zugeordnet 
ist, — also hier entgegen der Uhr. 

Hiermit steht die Unterscheidung der Koordinatensysteme in 
englische und französische im Zusammenhange, welche voraussetzt, 
daß man der x-Achse die y-Achse, der y-Achse die z-Achse und, um 
die Kette zu schließen, der z-Achse wieder die x-Achse folgen läßt. 
Ist dann von einer Achse in positiver Richtung, etwa der -{- x-Achse, 
gesehen der Drehungssinn der folgenden zur dritten Achse (also der 
-|- y nach der -\- z-Achse entgegen der Uhr, so heißt das System 
englisch, und mit der Uhr, so französisch. 

In diesem Buch sind nur englische Systeme benutzt. Übrigens 
kann ein französisches System sehr leicht in ein englisches verwandelt 
werden und umgekehrt, indem man entweder zwei Achsen in ihrer 
Reihenfolge oder in einer Achse -|- und — Zeichen vertauscht. 
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235. Das Koordinatensystem soll Lagenbeziehung-en vermitteln. 
Zu allererst gilt dies selbstverständlich für Punkte im Raum, deren 
Lage man auf die Lage von Punkten in den Achsen zurückführt wie 
folgt : Es sei P ein beliebiger Raumpunkt. Man projiziere ihn auf 
die drei Achsen oder, was dasselbe ist, man ziehe durch ihn Parallel- 
ebenen zu den Ko ordinateneb enen 
und bestimme deren Schnittpunkte 
Q, R, S mit den Achsen. Dann folgt 
aus der Lage von Q, R und S auch 
die Lage von P, 

Drei Punkte für einen ist sonst 
ein schlechter, hier aber ein sehr 
guter Tausch ! Denn jeder der drei 
Punkte kann nur in einer gegebenen 
Geraden, der eine Punkt aber kann 
im Raum beliebig liegen. 

236. Koordinaten eines Punktes. Die 
Lage eines Punktes in einer Achse 
Fig. 39. wird am besten durch Länge und 

Richtung seines Abstandes vom An- 
fangspunkt, also nach [232] durch eine algebraische Zahl bestimmt. 
Daher gehören zu jedem Punkt P im Raum drei algebraische Zahlen 
X, y, z, nämlich : 

X = OQ, y =ÖR, z = ÖS. 
Sie beißen die Koordinaten von P, den man hiemach auch be- 
zeichnet als: 

P (X, y, z). 
So kommt die Dreidimensionalität des Raumes zum Ausdruck. 
237. Hierzu sei noch nachgetragen : 1. die Buchstaben x, y, z be- 
zeichnen algebraische Zahlen, verraten aber nichts, weder über den 
Ziffemwert, noch über das Vorzeichen, die beide beliebig sein, aber 
auch beide mitbezeichnet sein sollen. Es ist daher nicht in der 
Ordnung, obgleich es öfter geschieht, vor x {oder y oder z), wenn es 
positiv sein soll, noch das Zeichen -\-, und wenn es negativ sein soll, 
noch das Zeichen — zu setzen. Man halte sich dann lieber an das 
Zeichen für den absoluten Wert [171J und schreibe: 
x = -|-|x| oder: x=: — |x|. 
2. Liegt der Punkt in einer Koordinatenebene, so verschwindet 
eine Koordinate; liegt er in einer Achse, so verschwinden zwei. Doch 
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ist es oft angebracht, verschwindende Koordinaten als ,.NuU" mit- 
zufahren. So heißen die acht Punkte der Fig. 39 : 

P {x, y, z), Q (X, 0, 0), R (0, y, 0), S (0, 0, z), 
T {0, y, z), U (X, 0, z), V (x, y, 0), O {0, 0, 0). 

3. Nur wenn Punkte in einer gegebenen Ebene liegen sollen, 
die deshalb ausdrücklich zur s y-Ebene gemacht ist, schreibt man von 
vornherein nur zwei Koordinaten : P (x, y). Nach altem Herkommen 
heißt dann x die Abszisse, y die Ordinate von P. 

4. Soll P endlich in einer gegebenen Geraden liegen, auf der 
man einen Anfangspunkt und Positiv- und Negativrichtung angenommen 
hat, so erhält er nur eine Abszisse. Er wird zum Punkt P (x). 

238. Die drei Richtungswinkel dienen zur Festlegfung einer Richtung. 
Sie sind die drei Winkel a, [1, y, welche die Richtung mit den Positiv- 
richtungen der Achsen bildet. Dabei ist es ganz gleichgültig, ob die 
Gerade PP,, in welcher die Richtung lieget, durch den Anfangspunkt O 
geht oder nicht, weil man 
im letzteren Fall entweder 
durch O die Parallele zu P P, 
oder auch durch einen Punkt 
der Geraden die Parallelen 
zu den Achsen ziehen kann. 
Die drei Richtungswinkel 
«, ß, y der Strecke P Pj {nur a 
gezeichnet) werden ohne 
Vorzeichen (oder positiv) 
und konkav, also von O'* bis 
180" genommen. Zwischen 
ihnen findet die Gleichung statt [242] : 

cos-o + oosV+oosV-l. 
so daß durch ,zwei ven ihnen der dritte berechnet werden könnte. 
Doch nimmt man alle drei, wenn es auf die Symmetrie ankommt. 

239. Hlpparch's Winkel. Sie sind 1) der Winkel ^, den die Pro- 
jektion RRj der Richtung auf die x y-Ebene (wenn etwa die z- Achse 
hervorgehoben werden soll), mit der -f- x-Achse bildet Er wird positiv 
gerechnet von 0" bis 360"; 2) der Winkel d, den die Richtung mit 
ihrer Projektion bildet Er wird positiv oder negativ von bis + 90" 
gerechnet je nachdem die Richtung mit der -|-z-Achse einen spitzen 
oder stumpfen Winkel bildet 

Die beiden Winkel ip und d, welche zuerst von Hipparch für die 
Himmelskugel erdacht worden sind, werden seitdem allgemein 
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gebraucht, so in der Geodäsie als Azimut und Höhe, in der Geographie 
als LäDg-e und Breite und in der Astronomie als Rektasceusion und 
Deklination. Aber auch in der Mechanik nimmt man sie oft statt 
der Richtungswinkel, 

Für ein ebenes Koordinatensystem verschwindet ö; es bleibt nur 
g> übrig. 

240. Da eine beliebige Richtung einerseits durch a, ß, ■/, anderer- 
seits durch ^ und d bestimmt wird, so ist es nützlich, beide Systeme 
zu vergleichen. Zunächst ist augenscheinlich: 

7 + 5 = 90", ö = 90<* — y, 7=90* — d 

y und ö sind Komplementwinkel. Ferner ist [242]: 

cos a = cos if cos d, cos ß=s\n(p cos d 

und umgekehrt: 

cos « . cos tf 

cos W = — r- — , sm (p = — r- — ■ 
sm y sin 7 

241. Erste Aufgabe. Projektionen einer Streche. Eine Strecke K (etwa 
eine Kraft) ist durch die Koordinaten ihres Anfangspunktes P {x, y, z) 
und ihres Endpunktes P, {x,, y,, z,) gegeben. Es sind ihre Projek- 
tionen X, Y, Z auf die Achsen oder auch auf die durch P gezogenen 
Parallelen zu berechnen, sowie die Länge von K und die drei 
Richtungswinkel a, ß, ■/. Fig. 40. 

Lösung: Es ist: 

a) X = x^ — X, Y ;= yj — y, Z = Zj — z. 
Denn wie auch Q und Q, liegen mögen, stets ist: 

"QÖ; ='ÖQ7— ■QQ; d. h. X = Xj — X. 
Ebenso folgen die beiden anderen Gleichungen. Um die zweite Frage 
zu beantworten, führe man die Projektion K' von K auf die x y-Ebene 
ein und beachte, daß K' Hypotenuse in dem Dreieck PTS, dagegen 
Kathete in dem Dreieck PSPj ist Daher: 

K'* = X^ + Y^ K* = K'«4^Z\ 
also, wenn K' wieder herausgebracht wird: 

b) K* = X'' + Y»-|-Z*, K = yX» + Y*-f Z». 

Die Wurzel wird, da K hier nur die absolute Läng« sein soll, 
absolut genommen, oder, wenn man will, mit dem Zeichen -|-. 

242. Um die Richtungswinkel zu ermitteln, beachte man, daß sie 
in Fig. 40 Winkel in den rechtwinkligen Dreiecken sind, welche K 
als Hypotenuse und X, Y, Z als Katheten haben. Daher: 

X ^ Y Z 

c) cosa = -^, cos,S = ^, cosy = -j^. 
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Diese drei Gleich ungfen bleiben auch dann richtig, wenn a, ß, y 
zum Teil oder alle drei stumpf sind. Erhebt man sie zum Quadrat, 
addiert und wendet b) an, so entsteht die Gleichung- in [238]: 

d) cos* c -\- cos' ß -\- cos* y == 1. 

Nimmt man ^ und & statt a, ß, y, so wird aus c) 



e) 



cos (p cos 3 - 



X 



■ -^- f 0111 *y \^\jo V ^*— ~=^ j Olli V — -=^ « 

Denn wird K' wieder als Hilfsgröße eingfeführt, so ergeben die 
beiden recht winklig^en Dreiecke mit r/> und iJ als Winkeln: 

cos <p = -=V7 . sin ip ^ -==j- , cos 6 = -j^ , sia d ^ -17- . 



Schafft man K' wieder heraus, so entsteht e). 

Übrigens folgt aus e) noch die einfache Gleichung: 



'«''X- 

243- Beschränkt man sich von vornherein auf ein ebenes Koordi- 
natensystem (Fig. 41), so wird manches einfacher. 
Man erhält: 
a) X = x,-j, Y = y,-y. 



K' = 



cos fjP : 



X' + Y«, K=l/x' + Y'. 
X Y 



" K 



«8'9> = 



X' 



Z' 



9 Ä e. 



Bleibt man aber ganz in einer Achse, 
der X-Achse, so bleibt auch nur eine 
Formel : 

d) X = Xj — X. 

K und X fallen zusammen. - 

244. Zweite Aufgabe- Addieren der Pro- 
jektionen. Gegeben beliebig viele Strecken 
K,, Kj; . , ., jede durch ihre drei Pro- 
jektionen Xj, Yj, Zj; X,, Y„ Zj, . . . Es 
werden gesucht die drei Projektionen X, 
Y, Z der resultierenden Strecke K. 

Es sind X,, Y^, Z^ nicht allein drei Projektionen von K^, sondern 
auch drei zusammengehörende Komponenten, d. h. Kj ist die geo- 
metrische Resultante von X„ Y,, Z,. Entsprechend für X^, Yj, Z, und 
K, usw. Also darf man bei der Bildung der Resultante die Strecke 



Fig. 41. 
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K, durch X,, Y, und 2^ ersetzen usw. Da ferner die Reihenfolg'e der 
Summanden beliebig ist [180], so bilde man erst nach jeder Achse 
die TeUsummen, welche nach [233] durch alg^ebraische Addition 
entstehen. Es ist also: 

X = X,+X,+ ..., Y = Y,+Y, + ..., Z = Z, + Z,... 

Man kann daher auch sag'en: Das g'eometrische Addieren im 
dreidimensionalen Raum ist gleichwertig mit drei algebraischen Addi- 
tionen. Sind letztere ausgeführt, dann ergibt sich nach [241j und [242] 
die Resultante K selbst, nach Länge und Richtung, 

245. Dritte Aufgabe. Momente nach den Koordinstenachsm. Gegeben 
eine Strecke K durch ihre Komponenten X, Y, Z und durch ihren 
Anfangspunkt P (x, y, z). Gefragt wird nach ihren axialen Momenten 
M„ Mj, M, in bezug auf die Koordinatenachsen. Fig. 40. 

Um M, zu finden, darf man |219J K auf die xy-Ebene proji- 
zieren und dann das polare Moment von K' in bezug auf O bilden. 
Hierzu zerlege man K' in X und Y (beide durch R gehend) und be- 
merke, daß X von O den Abstand y, dagegen Y von O den Ab- 
stand X hat. Die beiden Momente von X und Y in bezug auf O sind 
daher unter Berücksichtigung des Drebungssinnes: 
— y-X und +x-Y. 

Also ist das axiale Moment von K für die z- Achse: 
= xY— yX. 

Dies ist M,. Entsprechend folgen M» und M,. Also zusammen- 



a) Mx=yZ — zY, M, =zX — xZ, M,— xY — yX 
24fi. Das Moment für den Koordlnatenanfangspunkt. Sind M„ M^, M, 
nach [245], berechnet, so kann man sie als Pfeile in den Koordinaten- 
achsen aufgetragen denken [219]. Dann aber ergeben sie [220] durch 
Zusammensetzung das polare Moment in bezug auf O oder das Haupt- 
moment Bezeichnet man den Pfeil des letzteren mit M und seine 
Richtungswinkel mit l, fi, v, so folgt nach [241] und [^242] 



M: 



= |/m^*-|_M^« + M,'' 



, Mx M, M, 

MM M 

247. Ist statt einer Strecke wieder ein beliebiges Streckensystem 
gegeben, also K^ mit den Projektionen Xj, Y,, Z^ und dem Anfangs- 
punkt P^; K, mit den Projektionen X,, Y,, Z, und dem Anfangspunkt 
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Pj USW., so bilde man nach [246]. zanächst die axialen Momente von 
K,, K, . . . . 

M.,=ytZ,— ZtY„ M., = y,Z, — z,Y, 

So folgen die resultierenden axialen Momente [232]: 
M. = M.i + M.,+ ..,M, =M,t + Mrt + ...M. =M., + M.j + ... 

Aus diesen ergibt sich dann nach [246] wieder das polare Moment 
des Streckensystems in bezug* auf O oder das Hauptmoment M. 

246. Vierte Aufgabe. Gegeben sei eine Strecke K durch ihr drei 
Projektionen X, Y, Z und irgendeine Gerade I mit den drei Richtungs* 
winkeln c', /, /. Wie berechnet man die Projektion K' von K auf I? 

1 hat zwei entgegengesetiite Richtungen, und eine von ihnen soll 
die Richtungswinkel a', ß", / haben. Darauf beziehe sich die Fest- 
setzung, daß K' negativ zu nehmen sei, wenn es die andere Richtung 
mit den Richtungswinkeln 180"— a', 180" — //, 180" — / haben sollte. 
Dann ist K' die algebraische Summe der Projektionen von X, Y, Z, 
auf 1, welche sind: 

X.coaa', Ycos/f, Zcos/', 

Also ist: 

a) K' =z X cos a' -|- Y cos ß' -\-Z cos y' 
oder, wenn ^' und Ö' eingeführt werden [239]: 

b) K' = X cos y' cos d' -|- Y sin (p' cos d' -j- Z sin d' 

Diese Gleichung lehrt also aus den Projektiooeo einer Strecke K 
auf die Achsen die Projektionen auf eine beliebige Richtung finden, 
ohne daß man K selbst braucht, 

249. Auch die Lösungen der zweiten, dritten und vierten Aufgabe 
werden einfacher in einem zweiachsigen System. In [244] sind nur 
zwei Projektionen: 

X=.X,+X,+ ...., Y = Y,+Y,+ .... 
In [245] und [246] verschwindet M^ und M, und das Hauptmoment 
M fällt mit M, zusammen. Also: 
M = xY — yX. 
In [247] wird: 

M = M, + M, + . . . . 
und [248] ergibt: 

K' ^ X cos ff>' -j- Y sin rf'. 
260. Schlefwinklifle Koordinaten. Zui;i Schluß 
seien noch einige andere Koordinatensysteme 
erwähnt, von di 




Fig. 12. 
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Fig. 43. 



Erstens. Das ebene und räumliche schiefwinkligfe Koordinaten- 
system, welches sich von dem rechtwinklig-en nur dadurch unter- 
scheidet, daß die- Achsen beliebige Winkel miteinander bilden. Es ist 
meist etwas schwerfälhger zu handhaben, weil die Formeln etwas um- 
ständlicher werden und kommt daher nur geleg'entlich zur Anwendung*. 

251. Polarkoordinaten. Zweitens. Man nimmt einen beliebigen Punkt 
O als Pol, legt durch ihn eine beliebige Ebene E als Grundebeoe, 

„ wählt in E eine beliebige Richtung als 

Anfangsrichtung und setzt in E die Positiv- 
und Negativdrehung fest. So sind die Polar- 
koordinaten eines beliebigen Punktes P: 

1. der Abstand r = OP vom Pol; 

2. der Winkel <p, den die Projektion 
von r auf £ mit der Anfangsrichtung 
bildet; 

3. der Winkel d, den r mit dieser 
Projektion bildet. 

Man sieht: (p und S sind wieder zwei Hipparch'sche Winkel, 
Überhaupt steht dieses Polarkoordinatensyatem zu demjenigen recht- 
winkligen System in innigster Beziehung, welches O zum Anfangs- 
punkt, die Anfangsrichtung zur Richtung der -|-x- Achse und das 
Lot auf E znr z-Achse hat 

In der Ebene fällt die dritte Koordi- 
nate &, welche selbstverständlich wieder von 
bis + 90" gerechnet wird, fort. Es bleiben 
als Polarkoordinaten nur r und ijp. Letzteres 
wird, wie immer, von 0* im positiven Sinne 
bis 360" gezählt. 

252. Krummlinige Koordinaten. Drittens. Im rechtwinkligen oder 
schiefwinkligen Koordinatensystem liegen alle Punkte mit demselben 
X auf einer Parallelen zur y-Achse oder zur yz-Ebene. Alle x von 
— oo bis -|-oo bestimmen so ein Büschel paralleler Geraden oder 
Ebenen und ebenso alle y und z. Jeder Punkt im Raum wird auf- 
gefaßt als Schnittpunkt zweier Geraden oder dreier Ebenen dieser 
zwei oder drei Büschel. 

Anders bei Polarkoordinaten, Hier geben konstanter nicht Gerade 
oder Ebenen, sondern konzentrische Kreise oder Kugeln. Den kon- 
stanten ip entsprechen allerdings wieder Gerade oder Ebenen, aber 
die konstanten 5 ergeben doch Kreiskegel mit derselben Spitze und 
derselben Achse. 
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253. Die Polarkoordinaten sind also g'emischt gerade und krumm. 
Nun aber stelle man sich z. B. in der Ebene zwei sich g-egenaeitig- 
durchdringende Scharen von Kurven vor, derart, daß durch jeden 
Punkt P nur zwei Kurven, eine aus der einen, 
die andere aus der anderen Schar hindurch- 
gehen. Entspricht dann irgendwie in der 
ersten Schar jeder Kurve eine Zahl ^ und in 
der zweiten Schar eine Zahl j;, so werden | 
und I] die Koordinaten ihres Durchschnitts- 
punktes genannt. Sie sind allgemeine krumm- 
linige Koordinaten. 

Im Räume werden sie krummflächig 
und treten dann zu dreien auf, etwa $, rj, t. 

Von solchen Koordinaten macht die Mechanik nur in ganz be- 
sonderen Fällen Gebrauch. Sie werden daher hier nicht weiter 
vorkommen. 



§ 13. Die Koordjnatentransformation. 

254. Vorn und hinten, rechts und hnks, oben und unten sind 
ausgesprochene Koordinatenrichtungen, auf welche wir meist unbewußt 
die Lage der Körper in unserem Gesichtsfeld beziehen, um hieraus 
ihre Lage zueinander zu beurteilen. 

So trägt jeder Mensch sein eigenes Koordinatensystem mit sich 
herum. Die gleiche, ja durch keine physische Unmöglichkeit einge- 
schränkte Beweglichkeit kommt dem Koordinatensystem des Geo- 
meters zu, wenn er sich durch Aufstellung von Transformationsformeln 
in den Stand gesetzt hat, es zu verlassen, wenn er will und ein anderes 
zu nehmen, welches er will. Er ist dann an keines mehr gefesselt 
und kann sein Urteil über die L.age der Körper im Raum und ihre 
Bewegung von jeder Einseitigkeit befreien. 

255. Worauf es analytisch ankommt, ist folgendes: In einem 
gegebenen Koordinatensystem möge ein beliebiger Punkt beliebig 
gegebene Koordinaten haben. Welche Werte haben die Koordinaten 
desselben Punktes in einem zweiten, der Lage nach gegebenen 
System? 

Die Antwort hierauf geben die Transformationsformeln, welche 
zunächst für den einfacheren Fall ebener Systeme abgeleitet werden 
sollen. 
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2B6. Neuer Anfangspunkt Es soll, ohne Änderung^ der Achsenrich- 
tUDg'en, irgfend ein Punkt O', der zuerst die Koordinaten a und b 
hatte, zum Anfangspunkt gemacht werden. 
Die Formeln dieser „Parallelverschiebung" sind: 
x^x' + a, y = y'-|-b, und umgekehrt: 
x' ^ X — a, y' ^ y — b. 
Die neuen Koordinaten unterscheiden sich 
also nur um die Koordinaten des neuen An- 
fangspunktes im alten System (oder des alten 
Anfangspunktes im neuen System) von den 
alten Koordinaten. Behält man sich die Wahl 
, so steht jeder Punkt als Anfangspunkt sofort zur 









p 


X. 








i 0' 
a 











y 





Fig. 46. 




257. Neue Anfanssrichtuns. In einem 
Polarkoordinatensystem soll die An- 
fangsrichtung durch Drehung um den 
Winkel a geändert werden, während 
Po] und Drehungssinn bleiben. Die 
Formeln sind: 
r = r', f/> ^= y' -j- o und umgekehrt : 
r' ^ r, tp ^=(p — a. 
Vorhin wurden Abszisse und Ordinate, jetzt wird der Winkel y 
um eine konstante Größe geändert. Der Radiusvektor r aber bleibt 
derselbe. 

. Rechtwinklige und Polarkoordinaten. Die Formeln sind : 
= rco3<j!, y=^rsinq5: und umgekehrt: 



AUeAn/bjtgar^icHvlvng 
Fig. 47. 



258. 



= y^'+y'. 



cos <p = - 



t?T = 




Von den drei Formeln zur Berechnung 
von (p ist die dritte am bequemsten. Doch 
ist zu beachten, daß qi von 0" bis 360" geht, 
also nicht nur spitz oder stumpf, sondern 
auch konvex oder überstumpf sein kann, was 
die Formel für t^fp nicht anzuzeigen ver- 
mag, da tg (180'*-(-i-/i}^tg(j5 ist. Es muL- 
also, wenn hierüber Zweifel sein sollten, 
nachgesehen werden, in welchem Quadran- 
ten P liegt. 
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Fig. 49. 



2B9. Drehung eines rechtwlnkllsen Systems. Der Drehwinkel sei a. 
Der Anfangspunkt soll derselbe bleiben. Die einfachste Ableitung 
der Transformatton sfonn ein gibt die Formel [249] : 
K' ^ X C03 '7'' -|- Y sin (/ 
Nimmt man hier r als zu projizierende 
Strecke und als Richtung, auf welche pro* 
jiziert werden soll, erst die x' und dann die 
y'-Achse, so ist K' = x' und ^ y' zu setzen. 
X und Y werden zu x und y und statt ijp' 
ist zu setzen : a und 90" -\- a. 

Da cos (90« + «) = — sin a. 

sin (90" -|- a) = -|- cos a ist, so folgt : 

a) x' = X cos a -|-y sin a 

y = — X sin a -|- y cos a. 
Die Umkehrung ergibt : 
b) X ^3 x' cos a — y' sin a 

y = x' sin a -|- y' cos tr. 

260. Eine andere, auch sehr einfache Ableitung dieser Formeln 
entsteht, wenn man nach [258] von x und y auf r und tp, dann nach 
[257] von r und (p auf r" und {(>' und endlich wieder nach [258] von 
r' und fp' auf x' und y' übergeht. 

Um die Richtigkeit der Formeln zu prüfen, setze man etwa b) in 
a) ein. Es ergibt sich: x' = x', y'^y', wie es sein muß. 

Eine zweite vortreffliche Probe entsteht, wenn man b) {oder a)) 
quadriert und addiert. Es wird : 
X* = x'* cos* a — 2 x' y' cos aaina-\- y'' sin* a 
y* = x'* sin* a-\-2x' y' sin « cos a -\- y'* cos* a 
x*-l-y'^x''(cos*ß+sin*«)-|-y'*(sin'c<-f-cos'a), d.h. x^-(-y*=x'*-]-y'*. 

Dies mußte so kommen! Denn x'-|-y* ist r* undx'*-]-y'' ist r". 
Die gefundene Gleichung behauptet also, daß r' = r'* sei, was selbst- 
verständlich ist. 

261. Allsemeinste Transformation ebener, rechtwinkliger Koonflnaten. Voraus- 
gesetzt wird gleicher Drehungssinn. Man nehme ein drittes System 
zu Hilfe, das mit dem ersten die Achsenrichtungen und mit dem 
/weiten den Anfangspunkt gemeinsam hat. Es folgt aus [256] und 
[259] b: 

x = x"-|-'a, y = y" + b 



- y' sin a, y" ^= x' sin a-\-y' cos a. 



also durch Zusammenziehung: 
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X ^ x' cos a — y' sin a -j- a 
y ^ x' sin a + y' cos /*-{- b 

x' ^= (x — a) cos o -|- (y — b) sin a 
y' ^ — {x — a) sin « + (y — b) cos a. 

Bei der allg'emeinsten Transfor- 
mation ebener rechtwinkliger Systeme 
stehen also drei Größen zur unbeschränk- 
ten Verfügung-. Zwei: a und b messen die 
Verschiebung- des Anfangfspunktes, die 
dritte: a mißt den Winkel der Drehung-. 
262. Transformation rSumlicIier Systeme. 
Sie werden als rechtwinklig- und gleich- 
sinnig, d. h. entweder nur als englisch 
oder nur als französisch vorausgesetzt. 
Die Transformation auf einen neuen 
Anfangspunkt durch Parallelverschie- 
bung erfolgft wie in [256], Es sei O' 
Anfangspunkt, so werden die Formeln: 
x = x'-|-a, y^y'-|-b, z^z'-(-c 
x' = x — a, y' = y — b, z' ^ z — c. 

263. Drehung um eine Achse. Auch die 
Drehung um eine Koordlnatenaxe, etwa die 
z-Achse, ändert an [259] nicht viel, denn es 
treten offenbar nur die Gleichungen z ^ z' oder 
z' = z hinzu, da die Abstände von der x y-Ebene 
sich nicht ändern. Die Formeln sind daher: 
X ^ x' cos a — y sin a | x' ^ x cos a -)- y s'" " 
y ^x'sina + y'cosa l y'^ — xsina-(-ycoso 
z ^= z' I z' =; z. 

Dreht man um die x-Achse oder die 

y- Achse, so müssen entsprechende Ver- 

Fig. 51. tauachungen der Koordinaten vorgenommen 

werden. Sonst aber ändert sich nichts. 

264. Dreliuns um den Anfangspunitt. Wenn nur der Anfangspunkt 

unverändert geblieben ist, so hilft die allgemeine Formel [248] a 

K' =^ X cos a'-\-\ cos ^ -j- cos / 
wenn man hier fiir X, Y, Z setzt die Koordinaten x, y, z eines beliebigen 
Punktes im alten System, für a, ß", y der Reihe nach die Richtungs- 
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Winkel der neuen Achsen im alten System und für K' der Reihe 
nach die neuen Koordinaten x', y', z'. 

Es treten also als Koeffizienten 3X3 = 9 Kosinus von Richtungs- 
winkeln auf, die der Reihe nach heißen mögen : 

a) aj, b„ c, ; a^, b^.Cj; a^, bj, Cj. 
Dann lauten die Transformationsformeln: 

x' ^ a^ X -)- bj y -|- c, z 

b) y' ^= aj X -|- b, y -j- Cg z 
z' = agx-i-b,y-f-e,z. 

266. Die neun Koeffizienten dieser Transformation werden nach 
ihrer Bedeutung^ in folgender kleinen Tafel: 



\ ;:. 
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y' 
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c» 



mit der Maßgabe zusammengestellt, daß jeder von ihnen der Kosinus 
des Winkels der beiden Achsen ist, welche in derselben Horizontal- 
und Vertikalreihe stehen, z. B.: 

c, = cos ^ (y', z) = cos ^ (z, y'). 

266. Aus dieser Tafel geht hervor, daß die umgekehrte Trans- 
formation dieselben neun Koeffizienten haben muß, nur mit Ver- 
tauschung horizontaler und vertikaler Anordnung. Also: 

b) y ^^ b, x' 4" bj y' + b, z' 

z ^^ Cj X' -|- Cg y' -f- Cg z'. 
Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit x, y, z, 
aber auch die Gleichungen [264]b der Reihe nach mit x', y', z', so 
erhält man rechts beidemal ein und dasselbe, wie die Vergleichung 
Glied für Glied leicht zeigt. Es ist also: 

X» 4- y» -I- Z" ^ X'* 4- y" + Z'«. 
So mußte es kommen, denn hnks steht nach [241]b das Quadrat des 
AbStandes OP und rechts auch. Vgl. [260J. 

267. Die neun Koeffizienten sind durchaus nicht voneinander 
unabhängig, so daß man sie einen wie den anderen beliebig annehmen 
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dürfte. Es existieren vielmehr zwischen ihnen Beziehungen, welche 
sehr gründUch erforscht worden sind. 

Hier soll nur der Hauptpunkt aufg-ezeigt werden, daß es nämlich 
mög^Iich ist, sie alle durch drei willkürliche, gfänzlich voneinander uq- 
abhäng'ig^e Größen auszudrücken. Man kann sogar sehr verschiedene 
Wege einschlagen, die zu solchen Ausdrücken führen, z. ß. den 
folgenden, welcher von Euler herrührt. 

268. Es seien in Fig. 52 (xyz) und (x'y'z') irgend zwei recht- 
winklige Koordinatensysteme mit demselben Anfangspunkt O. Sie 
mögen I und II heißen. 

1. Man drehe 
I um die z -Achse, 
bis die X-Achse in 
die Schnittlinie der 
^y„ xy-Ebene und der 
X' y'-Ebene fällt und 
nenne das ' neue 

System (x''y"z'') 
oder IIL Dann hat 

III die z -Achse, 
also auch die xy- 
Ebene mit I ger 
meinsam und steht 
zu n in der Be- 
liegt, also auch auf 
= ff. 




+JC' 



Fig. 52. 

Ziehung, daß die x"-Achse in der x'y'-Ebene 
der z'-Achse senkrecht steht. Der Drehwinke] 

2. Man drehe DI um die x"-Achse, bis die z''-Achse mit der 
z'-Achse zusammenfällt und nenne das neue System (x'" y'" z'") oder IV. 
Dann fallen auch die x'" y"' -Ebene und die x' y'-Ebene zusammen. 
Der Drehwinkel sei = d. 

3. Man drehe IV um die z"'-Achse, bis die x'"-Achse in die x'- 
Achse fällt. Dann ist das neue System identisch mit (x'jr'zT oder IL 
Denn wenn die z-Achsen und die x-Achsen zusammenfallen, so fallen 
auch die y-Achsen zusammen. Der Drehungswinkel sei = — >p. 

269. Die drei Euierschen Winkel. Geht man nach [263] von I auf m, 
dann mit Vertauschung der Achsen von III auf IV, endlich ebenso 
von IV auf II über und zieht zusammen, so daß die Zwischen Systeme 
m und IV wieder verschwinden, so entsteht die gesuchte Trans- 
formation von I auf IL Also sind, wie behauptet wurde, die neun 
Koeffizienten : 
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a, b, c, ; a,b, c,; a,bjC, 
durch drei gäDzlich unabhäng'i^e Winkel: 

ip, d, t[i 
ausdrückbar. 

Die Ausdrücke selbst fehlen hier, da sie später nicht gebraucht 
werden. Die klare Erkenntnis, daß sie existieren und wie sie zu Baden 
sind, ist, wie g'esagt, die Hauptsache. 

270. Allsemeinste Transformation räumiictier, reclitwlnltiiger Koordinaten. 
Man verfahre g^enau wie in [261]. Es entstehen die Formeln: 

x = aiX'+ajy'+a,z' + a 

y = biX' + b,y' + b,z' + b 

z = c, X' + c, y- + c, z' + c . 

Hier bedeuten a, b, c die Koordinaten des neuen Anfangspunktes. 

Die anderen neun Koeffizienten sind wie vorhin die Kosinus der neun 

Winkel zwischen den alten und den neuen Achsen. 

Also stehen bei unbeschränkter Wahl des neuen Systems sechs, 
unabhängige Größen zur Verfügung (vgl. [425]): 
a, b, c, (f, d, tjj. 
Die drei ersten bestimmen den neuen Anfangspunkt und die drei 
letzten die neuen Achsenrichtungen. 

271. Die Hauptanwendung der Transformationen ist in [254] er- 
wähnt worden; man will sich unabhängig machen von dem gewählten 
Koordinatensystem. Es gibt aber noch andere Anwendungen in großer 
Zahl, z, B. die Ausdehnung von Formeln, die für den Anfangspunkt, 
die Achsen imd die Ebenen eines Koordinatensystems aufgestellt sind, 
auf beliebige Punkte, Gerade und Ebenen des Raumes. 

Als Beispiel diene die folgende Ergänzung der in § 11 enthaltenen 
Theorie der polaren und axialen Momente. 

272. Aufgabe. Es sind die Momente einer durch ihren Anfangs- 
punktP (X, y, z) und ihre Achsenprojektionen X, Y, Z gegebenen Strecke K 
in bezug auf drei zu den Achsen parallele und durch einen beliebigen 
Punkt O' mit den Koordinaten a, b, c gehende Geraden zu berechnen. 

Man mache diese drei Parallelen zu Achsen eines neuen Koordi- 
natensystems (x', y', z"). Dann werden die neuen Koordinaten von P: 
x' = X — a, y' ^: y — b, z' ^ z — c. 
Die Projektionen nach den Achsen bleiben, wie sie waren: 
X' = X, Y'T=Y, Z'=Z, 
also werden die drei verlangrten axialen Momente nach [245]a: 
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Mi'^i^y'Z' — z'Y' usw. oder: 
Mx' = {y — b)Z — {z — c)Y = (yZ — zY) + cY — bZ. 
Setzt man hier nach [245]a M, für y Z — z Y und verfährt entsprechend 
für die anderen Richtungen, so entstehen die drei gesuchten Formeln : 
M,'=:Mx+cY — bZ 
a) M/ = M,-|-aZ — cX 

M.' = M,+bX — aY. 
273. Diese selben drei Formeln gelten aber auch für ein ganzes 
Streckensystem [221], da nur entsprechende Projektionen und Momente 
zu addieren sind. Aus M.', M/, M,' folgt nach [247] Größe und Ricttung 
des polaren oder Hauptmomentes M' in bezug auf O' und dann nach 
[248]a das axiale Moment M' in bezug auf irgendeine durch O' gehende 
Gerade 1 mit den Richtungswinkeln a', ß", y': 

Ml' = M.' cos af ■\- lAj' cos ^ -|- M,' cos ■/• . 
Aus den drei Projektionen X, Y, Z und aus den drei axialen 
Momenten M., My, M, ergeben sich also alle Projektionen und alle 
polaren und axialen Momente bezogen auf alle Punkte und Geraden 
des Raumes. 

Dieser wichtige Satz bildet die in [271] genannte Ergänzung. 
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§ 14. Die Bewegungsgleichungen. 

274. Der bewegliche Punkt. Die Phoronomie, von der dieser Abschnitt 
einig^ea bringen aoU, ist von Ampere als cin^matique in die Mechanik 
eingeführt worden. Doch gfeht es in Deutschland nicht gut an, sie 
Kinematik zu nennen, da dieses Wort im besonderen „Maschinen- 
g-etriebelehre" bedeutet. 

Zunächst ist der bewegliche Punkt abzuhandeln. 

275. Zeriegung In drei geradlinifle Be- 

wegtinuen. Wenn sich P bewegt, so be- s T 

wegen sich seine Projektionen Q, R, S 
auf die Achsen eines Koordinatensystems 
wie seine Schatten mit. 

Setzt man zunächst zwei der drei 
Bewegungen, etwa die von Q und R zu- 
sammen, so entsteht die Bewegung von 
V in der xy-Ebene. Also kann jede 
Bewegung auch aufgelost werden in eine 
Bewegung in einer Ebene und in eine Be- 
wegung senkrecht zu ihr. Bewegt sich 
P von vornherein in einer Ebene, so fällt 
die letztgenannte Komponente fort, falls 
man die Ebene zur xy-Ebene macht. 

276. Die serarfllnifle Bewegung. Am einfachsten liegt die Sache, wenn 




Fig. 63. 



P sich ' 



: vornherein in i 



: geraden Linie bewegt, also seine Lage 
durch eine einzige Zahl, die Abszisse 
X, bestimmbar ist. Dieses x ändert 
sich während der Bewegung; x hängt 
von der Zeit t ab, die auf der Zeit- 
iinie [30] als Zeitabszisse nach vorangegangener Wahl der Anfangs- 
zeit zu denken ist, genau so, wie die geometrische Abszisse x. 
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Die Zeit t ist die Urveränder liehe der Mechanik, ja die Urver- 
änderliche überhaupt. 

277. Die Beweflungsslelchung. Es hangrt x von t ab. Der Mathe- 
matiker sagt: X ist eine Funktion von t und drückt dies symbolisch 
durch die Gleichung- aus: 

x = f(t) 
[oder <p{t), r/»{t). F(t) ]. 

Sie heilit die Bewegfungsgleichung^, die also nichts anderes ist, 
als eine gegebene oder g'esuchte Formel oder Vorschrift, um x aus 
t zu berechnen, 

Umgekehrt gibt jede solche Formel irgendeine denkbare gerad- 
linige Bewegung, deren Verlauf man sich durch Einsetzen beliebig 
vieler Werte von t und Berechnen der zugehörigen Werte von x klar 
machen kann, wobei es selbstverständlich immer möglich ist, die Ge- 
nauigkeit durch Einfugen von Zwischenwerten beliebig zu steigern. 

Drei einfache Beispiele hierzu. 

278. Die gleichffimiifle Bewegung. Die Bewegungsgleichung sei: 

X = 3 — 2 1 [also f (t) = 3 — 2 1] 

Man bilde die folgende kleine Tafel und zeichne die Punkte ein. 

t = — 2, ~1, 0, +1, +2, +3 

x = + 7, -|-5, +3, +1, —1,-3 

Punkt A, B, C, D, E, F. 

Die eingesetzten Zeiten haben 

O gleiche Abstände; die zugehörigen 

f ED C B A Abszissen aber auch. Also werden, 

Fig_ 55_ soweit die berechneten Ortsbestim- 

mungen schließen lassen, in gleichen 
Zeiten gleiche Wege beschrieben. In der Tat ist jede Bewegung gleich- 
förmig, deren Gleichung vom ersten Grade ist oder die Form hat: 
X — a + b t. 
Denn es seien t und t -|- A t irgend zwei Augenblicke, sowie x 
und x + Ax die zugehörigen Abszissen. Man findet: 
x = a-|-bt, x + Ax = a + b(t+ At) 
und wenn man abzieht: 

Ax = bAt; ~~=b 

d. h. die Geschwindigkeit ist konstant = b. 

279. Die gleicMfirmig bescMeunigte Bewegung. Die Bewegungs- 
gleichung sei: 

X = 2 + 1 — 2 1*. 
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Man verfahre wie vorhin: 

t-- — 2. —1, 0, +1, +S 

x = — 8, —1, +2, +1, —4. 

Punkt A, B, C, D, E. 

Der Aug^eoschein lehrt, daß die Bewegung nicht gleichförmig 

sein kann. Sie ist aber, wie später zu zeigen bleibt, gleichförmig 

beschleunigt, wie jede andere 

Bewegung mit der Gleichungs- p' 

form: "~ ^ E B D C 

x = a + bt+ct«. ^,^5^ 

Der senkrechte Wurf und 
der nachfolgende senkrechte Fall sind, wie Galilei [26] bewiesen 
hat, solche Bewegungen. 

280. Der Umkehrpunld (Ruhepunht). Ersichtlich ist zwischen 
t r= -|- 1 und t = — 1 eine Umkehrung der Bewegungsrichtung ein- 
getreten. Um den Punkt und die Zeit der Umkehr genau zu haben, 
forme man durch die quadratische Ergänzung um In: 



4)' 



X kann also nie größer werden als +-q-- Dies ist die Abszisse des 

Umkehrpunktes 0\ der auf den Augenblick t = -^— fällt 

28t. Verlegt man den Anfangspunkt der Abszissen nach O' und 
den Anfangspunkt der Zeit in den zugehörigen Augenblick, so wird 
die Gleichung etwas einfacher, nämlich: 
x' = — 2 1'*. 
Die Wege sind daher den Quadraten der Zeiten proportional 
(Galilei'sche Fallformel). Setzt man für t' der Reihe nach ein: 

t'=o, +1. +2, +3, -|-4 

so wird: x' = 0. —2, —8, —18, — 32, . . . . 

Die aufeinanderfolgenden Wege sind daher: 

— 2. — 6. — 10, — 14 

Sie verhalten sich wie 1:3:5:7 . . . . , d. h. wie die ungeraden 
Zahlen (vgl. [26]). 

282. Die Beweguagsgieichung sei: 

X = — 2 — t -|- 1* + 1». 
Man bilde: ^ 
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t = — 2, — 1, 0, +1, +2 
x = — 4, —1, —2, -~1, 4-8 
Punkt A, B, C, D, E. 
Der bewegliche Punkt ist dem Anschein nach zweimal umgekehrt, 
also die dazwischen liegende 



DO 



Strecke dreimal durchlaufen 
«>""'" ^'^^^^ positiv, dann negativ, 
dann wieder positiv). Vor- 
^■8- 57- her und nachher ist die Be- 

wegung nur positiv. 
283. Umhehning der BewegungsBieichuno. Kehrt man die Bewegungs- 
gleichimg um, d. h. berechnet t durch x, so wird die Zeit bestimmt, 
zu welcher der bewegliche Punkt an einem gegebenen Ort war. So 
folgt aus [278] 

2 2 
also für jedes x nur ein t, wie es sein muß, da jeder Punkt nur 
einmal' durchlaufen wird. [281] ergibt: 



--r~ 



x' kann also nur negativ sein, weil sonst t' imaginär werden 
würde. Aber jeder Punkt auf der negativen Seite der x'-Achse wird, 
dem doppelten Vorzeichen entsprechend, zweimal durchlaufen. Da 
die zugehörigen Zeiten entgegengesetzt gleich sind, so fällt der Punkt 
genau so, wie er gestiegen war. Das Fallen ist ein Spiegelbild des 
Steigens [366]. 

In [282] wäre eine kubische Gleichung zu lösen, die mindestens 
eine reelle Wurzel hat, so daß jeder Punkt mindestens einmal durch- 
laufen wird. Sie kann aber auch drei reelle Wurzeln haben, und in 
der Tat hat sich ja auch ergeben, daß eine zwischen zwei Umkehr- 
punkten (sie sind x^ — 1 und x=^ — ---] liegende Strecke dreimal 

durchlaufen wird. 

284. In den drei gewählten Beispielen war die Funktion f (tj sehr 
einfach, nämlich eine Funktion ersten, zweiten, dritten Grades. f{t) 
kann aber auch irgendeine andere Funktion sein, t kann z. B. unter 
Wurzel- oder in transzendenten Ausdrücken vorkommen, etwa trigono- 
metrisch oder logarith misch. 

Die vielen Funktionen der Mathematiker reichen vollständig aus. 
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jede Bewegung-, sie mag- sein wie sie wolle, mit unbegTenzter Ge- 
nauigkeit darzusteilen. Man ist daher immer berechtigt, sich unter 
f (t) einen wirklichen gegebenen oder zu suchenden mathematischen 
Ausdruck zu denken. 

285. Zwei Bewegungsglelchungen. Da eine Bewegung in einer Ebene 
in zwei geradlinige Bewegungen zerlegt werden kann, so müssen zwei 
Bewegungsgleichungen sein, eine für die Abszissenachse, eine für die 
Ordinatenachse: 

x=.f{t), y = <p(t], 
welche zusammen erst die wirkliche Beweg-ung ergeben. 

"Wie vorher, können auch jetzt für t beliebige Werte eingesetzt, 
die zugehörigen Wertepaare von x und y berechnet, also beliebig 
viele Orte bestimmt werden- Hierzu zwei einfache Beispiele. 

286. Die Gleichungen seien : 

X = l~2t. y = — l^-t, + 

Man bilde die Reihen : 
t = — 2, — l, ü, 4-1, -f 2, 



x = + 5, +3, + l, 

y = — 3, —2,-1, 

Punkt: A, B, C, 



0, +1. 
D. E. 




Fig. 58. 



Die Punkte liegen in einer Ge- 
raden und folgen wie die Zeiten in 
gleichen Abständen. Da die Bewe- 
gungen in den Achsen gleichförmig sind, muß eben auch die resul- 
tierende Bewegung gleichförmig sein. 

287. Die Gleichungen seien : 
x = l — 2t, y = 2-j-t— 2t*. 

Man bilde die Reihen : 
t = — 2, — 1, 0, +1, -f 2, 
x = -|-5, -1-3, +1, -1, —3, 
y = — 8, —1, 4-2, -\-l, —4. 
Punkt: A, B, C, D, E. 
Der Augenschein lehrt, daß sich der 
Punkt nicht gleichförmig bewegt und daß 
die Bahn krumm ist. Die Bewegung ist von 
der Art, wie sie schräg geworfene Körper 
beschreiben (Galilei'sche Wurtparabel). 

288. Die Gleichung der Bahn. Wenn aus den Bewegungsgleichungen 
die Zeit t eliminiert wird, etwa so, daß man t aus der ersten Gleichung 




Fig. 59. 
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durch Umkehrung' berechnet und in die zweite einsetzt, so entsteht 

eine Gleichung- zwischen x und y, also eine Gleichung-, welche für 

jedes X das zug^hörig-e y bestimmt oder umgekehrt 

Mit anderen Worten: Man erhält die Gleichung der Bahn. 

Die Zeit ist fortgeschafft. Was kann da also anderes übrig bleiben, 

.als die Gesamtheit der Orte, d, h. die Bahn. 

1 — X 
289. Aus [286] folgt: t^ und nach Einsetzen in die zweite 

Oleichung: 

y = — 1 + ^— , oder: 



Die Gleichung ist vom ersten Grade, also ist die Bahn eine ge- 
rade Linie. 

1 — X 

Aus[287]folgt: t = — ~- und nach Einsetzen in die zweite Gleichung: 

y = 2 + i=i-2(i=^)', oder: 

also die Gleichung einer Parabel, deren Hauptachse parallel zur y- Achse 
ist Um sie auf den Scheitel zu bringen, forme man mittels der 
quadratischen Ergänzung um in; 

17 1 /- i\* 

Der größte Wert von y ist-|- — . Er entspricht x^-{- — ,d. h, 

der Punkt S ( + -g- , + --J ist der Scheitel. In ihn verlege man den 
Anfangspunkt, setze also [256] : 

so wird die tran.sformierte Gleichung: 

y=— |-. 

abo Scheitelgleichung der Parabel. Sie krümmt sich um die — x'- 
Achse. Ihr Halbparameter ist p = l. 
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290. Drei BvwegunisglelClMiipeii. Wird irgfendeine Bewegung im 
Räume aDgenommen, so gibt es drei Bewegungsgleichungeo : 

x = f(t). y = tp(t), z = v(t)- 
Sind sie z, B, alle drei vom ersten Grade : 

x = a + bt, y = c-l-dt, z = e4-ft, 
so bewegt sich der Pnnkt, wie in [286], gleichförmig und geradlinig. 

Denkt man aber für f (t), fp (t), t/* (t) irgendwelche Funktionen von t 
eingesetzt, so stellen sie jede mögliche Bewegung im Räume dar, 
also eine Bewegung in irgendeiner Bahn, so daß der bewegliche Punkt 
2U irgendwelchen Zeiten mit irgendwelchen Punkten in ihr zusammenfällt. 

29t. Man sieht, durch ihre Gleichungen iat jede Bewegimg voll- 
ständig bestimmt. Sie sind im Sinne Kirchhoffs [7] ihre kürzeste 
und einfachste Beschreibung und geben, richtig befragt, richtige Ant- 
wort auf alle Fragen, die man in betreff der Bewegung stellen kann. 

Daher betrachtet man im gegebenen Falle mit ihrer Auffindung 
die Aufgabe als erledigt. Denn was darüber hinaus noch zu tun wäre, 
ist rein formal und mathematisch. 



§ 15. Die Geschwindigkeit. 

292. Die Geschwindigkeit ist ein Maß für die zeitliche Veränderlichkeit 
des Ortes, das abhängt von Weg und Zeit. Sie ist eine aus Raum 
und Zeit zusammengesetzte, also phoronomische Hilfsgröße. Ein zwar 
äußerst wichtiger Hilfsbegriff, aber doch kein Grundbegriff [28]. 

Geschwindigkeit setzt Stetigkeit der Bewegung voraus. Die 
Orte müssen eine ununterbrochene Linie bilden, welche von dem 
beweglichen Punkt in einem ununterbrochenen Zuge durchlaufen wird. 
Natura non facit saltuni. Hiervon überzeugt, hält die Mechanik auch 
dann an der Stetigkeit fest, wenn die Ortsveränderung- sehr schnell 
vor sich geht und sprunghaft zu sein scheint. 

293. Die mittlere 6esGhwinitlgkeiL Es werde zunächst eine geradlinige 
Bewegung in der x-Achse angenommen. Es seien t und t' irgend 
zwei Augenblicke, x und x' die zugehörigen Abszissen. Dann sind, 
wenn / , wie üblich, eine Differenz bezeichnet: 



der zurückgelegte Weg und: 
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die gebrauchte Zeit. Aus ihnen ergibt sieb die mittlere Geschwin- 
digkeit Vn, während dieser Zeit oder auf diesem Wege: 

^_ Weg /\x x' — s 

^" ~ Zeit ~ /\t ~ f — t' 
Dabei ist zu bemerken, daß Vm a^ebraisch 7U nehmen ist, also 
ein Vorzeichen hat. 

294. Nimmt man in [278], [279] und [282] die vier Zeitabschnitte 
zwischen den fünf Zeitpunkten, so ist jedesmal A * = 1> ^lao Vm = A "- 
Daher: 

[278]: v„=- — 2, —2, —2, —2 
[279]: v„=-f 7, +3. —1, —6 
[282]: v„= + 3. — 1, -f 1, +9. 
Also in [278] für v» stets denselben Wert. Hier gibt es als in 
einer gleichförmigen Bewegung nur eine Geschwindigkeit: 
v = — 2. 
Anders in [279] und [282]. Die mittlere Geschwindigkeit ist sehr 
verschieden und wechselt sogar ihr Vorzeichen. 

295. Ist ganz allgemein : 

x = f{t). 
so wird: Ax=x' — x- = f(t-|-At} — f{t) und daher: 
„ _ f(t+At)-f(t) 

v._ ~ . 

Es sei z. B. : 
I: x = a + bt 

x = a4-bt-|-ct* 

jc = a-|-bt-j-ct»-fet* 

. , [a + b(t+At)] — [a+bt] . 
so m I: v„ =i — ! ^ — ~At ' v„ =b 

i„TT. V _[a + b(t + At) + c(t + At)']-|a + bt + ct'] 

m U. v„ _ — , oaer. 

v„=b + c{2t + At) 

_ [a+b(t+At)+ c{t+ At)'+ e(t +At)']-[a+bt+ct^+et' j 
miU. v„_ ^^ 

oder: v„ =b + c(2 1 + A t) + e (3 1»+3 1 At + (A t)»). 

Man achte wohl darauf, daß sich in allen drei Beispielen der 
Nenner A^ fortgehoben hat [298]. 

296. Das Ollferentiale. Der Buchstabe A sollte das Zeichen sein für 
eine beliebige oder endliche Differenz. Soll sie unendlich klein werden 
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(also nicht = sein, sondern = werden, was ein sehr feiner Unter- 
schied ist!), so ersetzt man nach T.eibniz das Wort Differenz durch 
Differential und den Buchstaben A durch den Buchstaben d. 

Es ist also d t ein Differentiale von t und d x ein Differentiale 
von X. Jedem ^t entspricht ein A^i ä^o* jedem dt ein dx. 

297. Die aunenblicUiche eeschwlmliglteit Der Ausdruck: 

At 

g-ibt eine mittlere Geschwindigkeit, aber der Ausdruck: 

d X __ unendlich kleiner Weg^ 

dt "" unendlich kleine Zeit 
gibt die wahre, die augenblickliche Geschwindigkeit, 
die Geschwindigkeit, welche der Punkt eben hat, die Geschwindig- 
keit schlechthin. 

Vn, ist ein Quotient zweier Differenzen, ein Difierenzenquotient; 
V aber ist ein Quotient zweier Differentiale, ein Differentialquotient. 
Man sagt: 

Die Geschwindigkeit ist der (erste) Differential- 
quotient des Weges nach der Zeit 

298. Die Berechnung von v nach der Formel : 

dx 
^ = -dt 
stößt zuerst auf eine große Schwierigkeit, da dx und dt unendlich 
klein, d. h. Größen sind, die sich der Null unbegrenzt nahem, so daß 

der Bruch — sich der Form — nähert, die an sich gänzlich unbestimmt 

und nichtssagend ist Aber darin besteht ja eben der feine Unter- 
schied, [296] daßdx und dt nicht unmittelbar Null sein, sondern Null zur 
Grenze haben sollen. Der Bruch kann daher sehr wohl einen Grenz- 
wert, einen limes haben. Und dieser Grenzwert, wenn er überhaupt 
existiert, ist die Geschwindigkeit. 

Wie man diese Schwierigkeit überwindet, zeigt die Differential- 
rechnung. Wenn, wie in den drei Beispielen [295], bei Berechnung 
von v„ sich der Nenner /\, t fortgehoben hat, so sind sie schon über- 
wunden. Denn da statt A* 2U setzen ist dt, so nähern sich die 
Glieder, welche A ^ oder eine Potenz von A * ^Is Faktor haben, 
unbegrenzt der Null. Es wird daher auf der Stelle: 

in I : v = b 

in B: v=zb + 2ct 

in III: v = b4-2ct-f 3et*. 



ityQQO'^le 



200 ^ 13. Die Geicfaviadigkeit. 

299. Veiünderilche fieschwlnillikelt Nur bei g-leichförmiger Bewegung- 
ist V konstant Sonst hängt v, wie* man sieht, von t ab, v hat eben 
nur immer den augenblicklichen Wert, der streng- wiikiich nur 
einem Zeitpunkt ebne Dauer entspricht. 

Also ist V eine Funktion von t, ebenso wie x. Allerdings nicht 
dieselbe, sondern eine andere. Denn ist z. B. 

x = 2 + t — 2 t-; x = — 2 — t4-t*H-t*, 
so wird: 

v = l— 4t; vi= — l + 2t + 3t«. 

Aber obgleich eine andere Funktion, ist sie doch schon durch 
£(t) mitbestimmt und kann durch Differenziieren abgeleitet werden 
Lagerauge hat sie daher auch {erste) Ableitung oder abgeleitete 
Funktion von f (t) genannt und symbolisch durch den „Differentiations- 
strich" bezeichnet als: 

v = f'{t). 



Wenn also : 



x = f{t). 
_dx_df(t)_ 



:f'(t). 



dt 
Ist X = f (t) = 2 + 1 — 2 1*, so ist V — f' (t) = 1 — 4 1 usw. 

300. Mittlere und augenlillGUiGhe GeschwiRdIgkelt. Ist die Ungleich- 
formigkeit der Bewegung nicht sehr groß, so weicht v in jedem 
Augenblick nur wenig von v„ ab, so daß letzteres oft mit großer 
Annäherung für v gesetzt werden darf. 

Aber v^ ist sogar wirklich ein mittlerer Wert aller augenblicklichen 
Geschwindigkeiten, welche der Punkt in der betrachteten Zeit gehabt 
hatte, d, h. v„, ist, wie sich streng zeigen läßt, größer als der kleinste 
und kleiner als der größte jener Werte und muß daher mindestens 
einmal mit einem v übereingestimmt haben. 

301. Besonders einfach wird die Beziehung zwischen v^ und v 
bei der gleichförmig beschleunigten Bewegung. Denn hier nimmt v 
stets zu oder stets ab {im algebraischen Sinne!), so daß die Werte v 
und v' 7.U Anfang und zu Ende einer bestimmten Zeitspanne zugleich 
der größte und kleinste Wert während dieser Zeit sind. Ferner ist 
Vn, das arithmetische Mittel von v und v'. Und drittens ist dieses %'„ 
gleich der wahren Geschwindigkeit in der Mitte der Zeitspanne {aber 
nicht in der Mitte des Weges). 

Beweis. Die Bewegungsgleichung sei: 

X -- a 4- b t + c t^ also v = b -|- 2 c t. 
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Offenbar nimmt v stets zu, wenn c positiv ist, und ab, wenn c 
negrativ ist Ferner ist: 

» ±1: = JM:?_^1+ t+lf ±+ A ')L = b + c (2 1 + A t) 

d.h. [295]: v. = ^. 

3. Es sei to der Augenblick, in welchem die Geschwindigkeit 
= Vn, ist. Dann muß sein: 

v„ = b + c(2t-f ^t) = b-f 2ct„, also: 

t ^2t+At^ t+(t+At) ^t + t' 

"2 2 2 * 

302. Dimensionen und Einheit der Geschwindigkeit sind in § 8 
ausführlich erläutert worden. Die Dimensionsformel ist: 

[v] = [l][t]-> 

und die Einheit im C— G^S-System ist 1 — (ein Zentimeter in der 
sec 

Sekunde). 

Man pflegt v als Strecke von dem beweglichen Punkt aus in der 

Richtung der Bewegung abzutragen als denjenigen Weg, der in der 

Zeiteinheit zurückgelegt wird oder zurückgelegt werden würde, wenn 

die Geschwindigkeit unverändert bliebe. 

303. Der Hodograph. Trägt man die Geschwindigkeit nicht von 
dem beweglichen Punkte, sondern von einem festen Punkte als Strecke 
auf oder mit anderen Worten: Betrachtet man auch v als Abszisse 
eines Punktes, des sog. Geschwindigkeitspunktes, so erhält man die 
Geschwindigkeitskurve oder den Hodographen, welchen Hamilton in 
die Mechanik eingeführt hat. 

Ist z. B. die gegebene Bewegung gleichförmig, also die Ge- 
schwindigkeit konstant, so bleibt der Geschwindigkeitspunkt in Ruhe. 
Der Hodograph wird zu einem einzigen Punkt. Ist die gegebene 
Bewegung gleichförmig beschleunigt, so bewegt sich der Geschwin- 
digkeitspunkt gleichförmig. Allgemein veranschaulicht der Hodograph 
die durch die Gleichung: 

v = f(t) 
dargestellte Bewegung, wie die ursprüngliche Gleichung: 

x = f(t) 
die wirkliche Bewegung bestimmt. 

304. AunenbliCklfche Ruhe. Man spricht von nur augenbUcklicfaer 
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Ruhe, wenn die Geschwindigkeit nur für einen AugenbUck verschwindet, 
indem sie ganz allmälig zu Null wird. 

Alle Umkehrpimkte, z. B. der Scheitel der Flugbahn bei senk- 
rechtem Wurf, sind solche augenblicklichen Ruhepunkte. Denn da v 
vorher positiv war und nachher negativ ist (oder umgekehrt), muß v 
in diesem Augenblick Null sein. 

Da die Bewegung allmälig verschwindet, so ist sie schon kurz 
vor und kurz nach der augenblicklichen Ruhe recht langsam, was 
z. B. das Ablesen von Ausschlägen sehr erleichtert 

305. Wei und Zeit aus der QeschwlndJgkeiL Aus der Gleichung 
v^:--r-~ folgt durch Umkehrung: dx^vdt, dt^ — . 

Wegdifferential gleich Geschwindigkeit mal Zeitdifferential. Zeit- 
differential gleich Wegdifferential durch Geschwindigkeit. 

Diese beiden Formeln bereiten die Lösung der umgekehrten 
Aufgabe vor, nämlich aus einer stetig veränderlichen gegebenen 
Geschwindigkeit v den Weg zu berechnen, der in einer bestimmten 
Zeit zurüct^^legt wird, oder die Zeit zu berechnen, die zur Durch- 
messung eines bestimmten Weges erforderlich ist. 

Man muß dann die Differentiale addieren, d. h. man muß „inte- 
grieren". 

306. Oeschwlndigkeit bei beliebiger BahR. 
Bisher ist nur eine Bewegungsgleichung 
angenommen worden. Da aber eine be- 
liebige Bewegung ihrer drei hat; 
x = f(t), y = 9>{t). z=xlß{t), 
so bilde man aus ihnen durch Differenzieren 
zunächst die Geschwindigkeiten der proji- 
zierten Bewegungen, also der Punkte 
Q, R, S in Fig. 53 nach [299]: 

v. = f'(t), v,= y'(t). v. = V'(t). 
dann stimmt die wahre Geschwindigkeit: 
ds 

^=dr 

der Größe und Richtung nach mit der Resultanten von v,, v^ und v« 
überein, denn ds selbst ist offenbar die Resultante von dx, dy und dz. 
v kann also nach [241] durch v^, v, und v, oder im ebenen 
System, wie es jetzt der Einfachheit wegen vorausgesetzt werden soll, 
nach [243] durch v, und v, sofort berechnet werden. 
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307. Das eoschwindiflkBitsdrolBCk. Das rechtwinklige Dreieck mit 
Vi und V, als Katheten und v als Hypotenuse beißt Geschwindigrkeits- 
dreteck. Es bestimmt Größe und Rich- 
tung;' von V. 

Daß die Richtung in der Bahn- 
tangente lieg-en muß, leuchtet ein. Denn 

V hat die Richtung von ds, und ds ist 
ein Differential der Bahn. Also: 

V wird als Strecke vom beweglichen 
Punkte aus in der Tangente in der , 
Richtung der Bewegung aufgetragen, 

308. Wenn Größe und Richtung von 

V konstant bleiben, so ist die Bewegung 
geradlinig und gleichförmig. Wenn die 
Größe von v konstant bleibt, aber die Richtung sich ändert, so 
bewegt sich P gleichförmig in einer gekrümmten Bahn. (Einfachster 
Fall : gleichförmige Bewegung im Kreise.) Wenn die Richtung 
konstant bleibt, aber die Größe von v sich ändert, so bewegt sich P 
ungleichförmig in einer geradlinigen Bahn. 

Wenn aber beide, Größe und Richtung, sich beliebig ändern, so 
bewegt sich P beliebig ungleichförmig in einer beliebigen krummenBahn. 

309. Der Hodograph. Trägt man v wie in [303] von einem festen 
Punkte O aus als Strecke O T auf, so entsteht die Geschwindtgkeits- 
kurve oder der Hodograph für eine beliebige Bewegrung, welcher 
sofort erkennen laßt, ob die Geschwindig- 
keit wächst oder abnimmt und ob dabei 
die Richtung der Bewegung sich im 
positiven oder negativen Orehungssinn 
ändert. Der Hodograph kann eine be- 
liebige Kurve s6in, in der sich der Ge- 
schwindigkeitspunkt T beliebig bewegt. 

Da Abszisse und Ordinate vonT nichts 
anderes sind als O U ^ v,, O V ^ v, , so 
ist seine Bewegung aus den Bewegungen 
der Geschwindigkeitspunkte U und V, 
sprüßglichen Bewegungen: 

x = f(t), y = 9'Ct) 
entsprechen. Mit anderen Worten: die Bewegungsgleichungen des 
Hodographen lauten: 

Vx = f'(t), v, = 9.'(t). 



7f 

vr y 



Fig. 61. 



welche den projizierten ur- 
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310. Da die Geschwindigkeit in ihrem innersten Kern Differential- 
quotient ist, so hat Newton umgekehrt den DifFerentialquotienten 
allgemein als die Geschwindigkeit bezeichnet, mit welcher irgendeine- 
Größe sich ändert, die von einer anderen Größe — hier die Zeit — 
nach irgendeinem Gesetz abhängt. 

Mit demselben Recht führt die Mechanik außer der Bahn- 
geschwindigkeit V auch noch andere Geschwindigkeiten ein. Besonders 
zwei derselben sind wichtig, die Winkelgeschwindigkeit und die 
Flächengeschwindigkeit. 

311. Die Winkelseschwinifigkeit. Sie wird meist bei Drehungen und 
Kreisbewegungen angewendet. Es sei d qn der unendlich kleine 
Winkel, um den sich der Radius in der Zeit d t gedreht hat, dann ist 
die Winkelgeschwindigkeit: 

di/> 

In dieser Formel wird dy nicht in Gradmaß, sondern in Bogen- 
maß als unendlich kleiner arcus vorausgesetzt [156]. Ist die Drehung 
gleichförmig, so kann man auch setzen [293]: 
/v, (p Winkel 
' ""^^At""^" Zeit ' 

Gibt man im besonderen die Umlaufszeit T, so ist der zugehörige 
Winkel = dem vollen Winkel ^= 2 7C, also: 

, 2,-t , _ 2.-r 
c) to = ^-, und: T — . 

312. Einheit und Dimension der WinkelsesGhwIndlgkeJt Setzt man 

jA, ijP ^ I, /^ t = 1, so wird w = 1, d. h. Einheit der AVinkelgescbwindig- 
keit, ist diejenige Winkelgeschwindigkeit, bei der in der Zeiteinheit die 
Einheit des Winkels {in Gradmaß 57"17'44,8") beschrieben wird [157]. 
Da der Winkel dimensionslos ist, so folgt die Dimension der 
Winkelgeschwindigkeit: 



Also hängt die Maßzahl einer gegebenen Winkelgeschwindigkeit 
nur von der Wahl der Zeiteinheit ab. 

313. Wnkelgeschwindiflkelt als Strecke. Die Winkelgeschwindigkeit 
ist ursprünglich eine PlangröÜe, denn ihr ist die Ebene der Drehung 
und ein Drehungssinn beigegeben. Erweitert man aber die Drehung 
in der Ebene E um den Pol O zu einer Drehung im Raum um die 
durch O gehende, zur Ebene senkrechte Achse 1 und verfährt nach 
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der in [212] geg-ebenen Vorschrift, so wird die Winkelgescbwiadig'keit 
zu einer Strecke o>, die man in die Drehungsachse hineinlegt. 

So hat es Poinaot gelehrt Also: 
Die Winkelgeschwindigkeit w wird auf 
der Achse der Drehung als Strecke auf- 
getragen in derjenigen Richtung, welche 
der Drehung zugeordnet ist [211], 

314. Wlnkelgeschwindiglcelt und Bahnge- 
schwlnitlgkelt. Der unendlich kleine Weg, 
den ein Punkt P im Abstände r beschreibt, 
ist: ds=:rdi)p. Also ist die Geschwindig- 
keit des Punktes P: 

ds dfc 

V = -=— =^ r . ----- = r . w 
dt dt 

Bahngeschwindigkeit = Radius X Winkelgeschwindigkeit 

V wird in P auf der Tangente an den Kreis entsprechend dem 

Drehungssinn abgetragen, v steht daher auf r und auch auf der 

Drehungsachse 1, d. h, auf »u senkrecht. Setzt man r = 1, so wird 

V ^ w, d. h. die Maßzahl der Winkelgeschwindigkeit wird dann gleich 

der Maßzahl der Bahngeschwindigkeit 

Ist die Drehung gleichförmig, so kann man auch setzen: 

At ■ ' 
wo A s <^'ß Länge des von P in der Zeit /\ t zurückgelegten Kreis- 
bogens bezeichnet Setzt man hier r:^J, /^t=;l, so wird w^/^s^ 
d. h. w als Strecke hat dieselbe Länge, wie der im Abstand gleich 
der I-ängeneinheit während der Zeiteinheit beschriebene Kreisbogen- 

315. Bahnseschwindigkeft als Moment der WlnkelgescIiwlHdiokelt. Be- 
trachtet man die Strecke v als Pfeil einer zu suchenden Plangröße, 
deren Iibene also durch P geht^n und auf v senkrecht stehen muß, 
so folgt zunächst aus [314], daß diese Ebene auch durch die Drehungs- 
achse 1 geht. Und aus der Formel: 

V = r ■ w 
geht ferner hervor, daß die Plangröße selbst ihrem absoluten Werte 
nach mit dem absoluten Werte des Momentes von w in bezug auf 
P als Pol identisch ist. Also: Die Strecke v stimmt nach Länge und 
Richtung völlig überein mit dem Pfeil des Momentes von w in bezug^ 
auf P als Pol. 

Es ist sehr merkwürdig, wie das Verständnis dieses Satzes eine 
doppelte Umwandlung voraussetzt Denn w, das ursprünglich eine 
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Plangröße war, mußte durch eine Strecke, und v, das ursprünglich 
eine Strecke war, mußte durch eine Plan^öße vertreten werden. 

316. Macht man O zum Anfang'spunkt, £ zur x y-Ebene, also I zur 
z-Ächse eines Koordinatensystems, so wird P zu einem Punkte P (x, y, z). 
Die Komponenten v«, v, und v, von v werden dann nach [219] zu den 
axialen Momenten von la in bezug* auf die durch P grehenden Parallelen 
zu den Koordinatenachsen, v., v^ und v. kann man daher nach (272] a 
berechnen, wenn man dort: 

+ statt M'x, M',, M', setzt: v„ v„ v„ 

statt Mx. M^, M, setzt die Momente 
von (u in bezug* auf die Koordinaten- 
achsen, also 0, 0, 0, da w durch O geht, 

statt a, b, c setzt: x, y, z 
und statt X, Y, Z setzt: die Kompo- 
nenten von CO, also 0, 0, lo. 

Mao erhält dann sehr einfach: 

Vx ^ — y tf , v, ^ -|~ '^ '^t V, = 0. 

Die letzte dieser drei Gleichungen 

ist übrigens selbstverständlich, da v in 

der X y-Ebene liegt, bzw. zur x y-Ebene 

parallel ist, also v nach der Richtung 

der z-Achse keine Komponente haben kann. 

317. Dieselben Ausdrücke erhält man auch sehr einfach aus der 
Ähnlichkeit der Dreiecke mit x, y, r und v,, v» v als Seiten unter 
Berücksicht^ng der Vorzeichen. Es £olgt; 

— Vj : v, : v =^ y : X ; r, also : 




Fig. «8. 



Vi=^- 



= + -.x, d. h. nach |314] 



V, = — y w, Vj = -|- X w, {und v, ^= 0), 
Doch noch schneller gelanget man zum Ziel, wenn man x und y 
durch r und qi als Polarkoordinaten ausdruckt: 
X = r cos <p, y ^ r ■ sin ip 
und differenziiert, unter Berücksichtigung daß r konstant ist. Man 
erhält : 

d X r d (cos ly) . d i» 

dt dt ' dt 



,dy_ 



r d (sin (p) __ 
dt "~ 

V, ^ -j- X (l 



- r cos (p 



Afp 
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318. (He SvktorengeschwIiidlgkelL Sie ist zuerst von Kepler ein- 
geführt worden als die Geschwindig'keit, mit der ein Sektor wächst, 
der von der Verbindungslinie r (Radiusvektor) des beweg'hchen Punktes 
P mit einem festen Punkte O beschrieben wird. (Zweites Kepler'sches 
Gesetz [954].) 

Bezeichnen also P und P^ zwei benachbarte Lag'en des heweg- 
Hchen Punktes, so ist das Difierentiale des Sektors: 

dS = AOPP|. 
-also die Flachengfeschwind^keit: 

dS_ AOPPi 
dt"^ dt 
Ein besonderer Buchstabe ist für sie 
nicht g-ebräuchlich. Es wird ihr der 
Drehung-ssinn beigfelegt, in dem d S vom 
Radiusvektor beschrieben wird. 

Die Sektoreng'eschwindig'keit ist hier- 
nach eine Plan^röBe. Hat sie (wie bei 
den Bahnen der Planeten um die Sonne) 
konstanten Wert, so kann man auch 
setzen : 

dS_AS 
dt~At' 
Setzt man hier A ' ^ 1> so iolgt : 
Die Maßzahl der Sektorgeschwindigkeit ist gleich der Maßzahl 
der in der Zeiteinheit beschriebenen Fläche. Die Dimensionsformel 
lautet : 

[l]«.[tJ-V 

319. Sektorgvsdndidlakeit und Bahngeschwiniligkeit Bezeichnet h den 
senkrechten Abstand des Punktes O von der Babotangente und ds 
den anendhch kleinen Weg PP,, so ist nach der Dreiecksformel: 

dS^ — r- — , also: 




Flg. 64. 



Die Sektorgeschwindigfkeit ist daher gleich dem halben Produkt 
aus der Bahncfeschwindicrkeit und dem Abstand der Bahntangente 
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vom Punkte O. Ist sie konstant, so ist hiemach auch vh konstant^ 
d. h. V ist h umg'ekehrt proportional. 

Ais Kepler nach den Gesetzen der Planetenbewegiing'en suchte, 
nahm er zunächst an, daß v nicht zu h, sondern zu r umgekehrt propor- 
tional sei, was bei angenäherter Kreisgestalt nur ein kleiner Fehler 
ist, da dann r nur sehr wenig von h abweicht. Endlich aber fand er 
die richtige Formel und stellte so das Flächengesetz auf als das zweite 
der drei Gesetze, die seinen Namen führen. 

320. Wendet man auch hier den allgemeinen Begriff des Mo- 
mentes an, so folgt: Die Fläcbengeschwindigkeit stimmt nach GfTÖße 
und Drehungssinn völlig überein mit dem halben Moment der Bahn- 
geschwindigkeit V in bezug auf den Punkt O, 

Sie kann also, wenn man O zum Anfangspunkt macht, auch nach 
[249] aus den Komponenten v, und Vj berechnet werden. Es ist daher : 
dS_ xv^ — yv, 
dt~ 2 

Dieselbe Formel ergibt sich auch ans der elementaren Formel 
der analytischen Geometrie für den Inhalt eines Dreiecks: 

d S = A O P P, = ^^^y ^^ . 

Hier ist y,=y-|-dy, Xi = x-|-dx, also: 



dy 



Im räumlichen xyz-System erhält man statt dieser einen Formel drei: 

dSyi y v, — ZV, dSiK zv, — xv. dS,, __ xv^ — y v. 

' dt ~ 2 ' dt ~ T ' dt "~ 2 * 

Sie ergeben die Projektionen der Flächengesch windigkeit auf die 
Koordinatenebenen als halbe axiale Momente von v in bezug auf die 

Koordinatenachsen. Aus ihnen folgt dann durch Zusammensetzen— r — 

selbst als halbes Hauptmoment oder halbes polares Moment von v in 
bezug auf O [246], 

321. Rlchengeschwlnitlgliett und Winkelgeschwindigkeit. Bezeichnet man 
mit d if den unendlich kleinen Winkel bei O, den O P und OP^ bilden,: 
so ist {von unendlich kleinen Größen höherer Ordnung abgesehen ) 

L.,.-,z.i.,>L.üO'^lc 



§ 16. Die Beschleunigimg eiDci geiadlinigeD Bewegung. 



dS_ dt r'w 
dt ~ 2 "" 2 ' 
d, h, die Fläch eng-eschwindigkeit ist gleich dem halben Produkt aus 
der Winkelg-eschwindigfkeit und dem Quadrat des Radiusvektor. 

Wie in [319] erwähnt, hat Kepler zuerst ang-enommen, daß v 
zu r umg-ekehrt proportional sei, was, wie gesagt, nur annähernd 
richtig ist Hält man sich aber an tu, so läßt sich nach der eben ab- 
geleiteten Formel das zweite Kepler'sche Gesetz völlig richtig auch 
so ausdrücken: 

Die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich der Abstand des Planeten 
von der Sonne dreht, ist in jedem Augenblick dem Quadrat dieses 
Abstandes umgekehrt proportional. 



§ 16. Die Beschleunigung einer geradiinigen Bewegung. 

322. Buchstabe fOr Beschleunigung. In einigen Büchern heißt die 
Beschleunigung p, in anderen b, wieder in anderen q oder k. Fest 
eingeführt hat sich also für sie noch kein Buchstabe, ausgenommen 
für die Fallbeschleunigung, welche man g nennt (g =-- gravitatio) und 



In diesem Buch wird die Beschleunigung allgemein den Buch- 
etaben g erhalten und die Fallbeschleunigung durch einen Index als 
g, hervorgehoben werden. Dadurch wird einerseits ihre große Be- 
deutung anerkannt und andererseits doch kenntlich gemacht, daß sie 
wesentlich nichts anderes ist, als jede andere Beschleunigung. 

323. Die Beschleunigung. F.ine Bewegung heilJt beschleunigt, wenn 
sie schneller; verzögert, wenn sie langsamer wird. Be.schleunigung und 
Verzögerung beziehen sich also auf Zu- oder Abnahme der Ge- 
schwindigkeit. 

Offenbar ist diese Erklärung für die Mi'chanik zu unbestimmt. 
Sie hat auch nicht eher geruht, bis es ihr gelungen ist, ein einheit- 
liches, mathematisch scharfes, in Zahlen oder Strecken angebbares 
Maß der Veränderlichkeit der Geschwindigkeit aufzustellen. Dieses 

L.,.-,z.i.,>L.ooglc 



1X0 g 16. Die Beicblennigniig einer geradliaigen Bdregniig. 

Maß ist die Beschleimigiuig im wissenschaftlichen Sinne, der hier von 
gewöhnlichen Sinne sehr erheblich abweicht, was hier mit Nachdruck 
hervorg-ehoben sei [28], 

324. Hierzu sei zunächst zweierlei bemerkt: 

1. Die Mechanik achließt in der Beschleunigfung begrifflich die 
Verzögferuag' mit ein, da eins aus dem andern durch einen Wechsel 
der Richtung" oder des Vorzeichens hervorg'eht. 

2. Die Beschleunigimgr soll begrifflich sich sowohl auf die Änderung* 
der 6r5De als auch auf die Änderung der Richtung der Geschwindig^keit 
beziehen, so daß z. B. eine Bewegfung' im Kreise auch beschleunigt 
heißt, selbst wenn sie gleichförmig' ist. Es soll die Veränderlichkeit 
der Geschwindigkeit im geometrischen Sinne, im Sinne der Strecken- 
lehre betrachtet werden, welche Länge und Richtung- in eins zu- 
sammenfaßt [170]. 

325. Qalilel'sche Beschleunigung. Um das zweite Merkmal, die Ver- 
änderlichkeit der Richtung, welche erst später in den Begriff der 
Beschleunigung aufgenommen worden ist [348], vorläufig auszuschließen, 
soD in diesem Paragraphen nur die geradlinige Bewegung* behandelt 
werden. 

Es empfiehlt sich, die Beschleunigung unter dieser Einschränkung 
eine Galilei'sche Beschleunigfung zu nennen, weil Galilei zuerst ihre 
tiefe Bedeutung für die Fallgesetze, aber auch für die g'esannte 
Mechanik erkannt bat. 

326. Die mittlere Beschleunigung, Man mache die gerade Linie, in 
welcher sich P bewegt, zur x-Achse und behalte auch sonst alle 
früheren Bezeichnung"en bei. Die Bewegungsgleichungf sei; 

x = f{t), also: 

Es seien t, x, v und tj, x^, v^ Zeit, Abszisse und Geschwindigkeit zu 
irgend zwei Zeitpunkten. Femer werde unter Benutzung des Symbols /\, 
für eine Differenz gesetzt: 

At = tt — t, AX = X, — X, Av = v,— V. 
Dann ist der Bruch: 

V, — V /\v Geschwindigkeitsänderung 

^■^ "" tj— t ~ /\t ~ Zeit 

die mittlere Beschleunigung in dieser Zeit /^t, 

A V 

327. Einheit und Dimension. Ist gm konstant = g = -—- , so ergibt 

sich für /\t=l, /\v = l: 
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EiDbeit der Beschleunigung: ist eine solche Beschleunigung-, bei 
welcher sich die Geschwindigkeit v in der Zeiteinheit um die Ge- 
schwindigkeitseinheit ändert Peirce hat (1894) Galilei zu Ehren für 
sie das Zeichen gal vorg-eschlagen, doch pflegt man sie nach [163] 
durch Längeneinheit und Zeiteinheit auszudrücken; z. B. 



1 - — -j- im technischen Maßsystem. 
Die Dimensionsformel der Beschleunigung lautet: 

[8-] = ^ = M[t]-' = [i][t]-». 

328. Die auicnblickllchB Besdileunigung. Die Formel: 

ergibt, wenn sich v nicht gleichförmig ändert, nur die mittlere 
Beschleunigung:- Die wahre oder augenblickliche Beschleunigung- 
folgt erst durch den g-leichen Grenzübergang, der im vorigen Para- 
graphen von Vai zu V geführt hat Es ist: 

d V Geschwindigkeitsdifferential 

^ ~ dt ~ ZeitdifFerential 

InWorten: Die Beschleunigung ist der (erste) Differential- 
quotient oder die (erste) Ableitung der Geschwindigkeit 
nach der Zeit 

Man sieht: g wird genau so aus v abgeleitet, wie v aus x. Es. 
können die entsprechenden Erläuterungen [299] usw. wörtlich über- 
tragen werden, nur ist statt Abszisse überall zu sagen Geschwindigkeit 
und statt Geschwindigkeit überall zu sagen Beschleunigung-. 

329. Weg, fieschwlnillgkelt, Beschleunigung. Wenn die Bewegungs- 
gleichung gegeben ist: 

a) x = f(t) 

so entsteht durch einmaliges Differentiieren die Geschwindigkeit:: 

b) v^— - oder: dx = v dt 
' dt 

und durch nochmaliges Differentiieren die Beschleunigung: 

dv 

c) c) g = --T— oder: dv^gdt 

So aufgefaßt steht die Beschleunigung- zur Geschwindigkeit in 
unmittelbarer, aber zum Weg- erst in mittelbarer Beziehung-, .sr 
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ändert v, v ändert x. Also hat g- erst durch seiae Wirkung auf v 
«inen Einfluß auf x, d. h. auf den Ort des beweglichen Punktes. 

Dieses Verhältnis zwischen x, v, g kann nicht nachdrücklich genug 
hervorgehoben werden. 

330- Weg und Beschleunigung. Um wenigstens der Form nach g 
auch direkt mit x zu verbinden, setze man b) in c) ein, um v fort- 
zuschaffen. Es folgt: 



<d 



oder. 


wie 


Tian zu 


schreiben 


pflegt: [3441 












d«x 

^-(dt)^ 




oder 


auch, 


wenn 


man 


a) einsetzt: 












S = 


dt 


d't(t) 
(dt)" 



Man sagt auch; Die Beschleunigung ist der zweite Differential- 
quotient des Weges nach der Zeit [297]. 

331. In der Lagrange'schen Atisdrncksweise gibt man folgerichtig 
dem zweiten Differentialquotienten zwei Striche und schreibt: 

^='-<.,, -|^ = r(t,. 

Stellt man [329], [330] und [331] zusammen, so ergeben sich die 
folgenden sieben Ausdrücke für g, welche alle denselben Sachverhalt 
angeben: 

_dv^^(dT)^d'x _ K -aV ) ^ d' f (t) ^ d [f (t)] ^ 
^ dt dt"' (dt)^' dt" (dt)- dt ^ '' 

332. Das Vorzeichen der Beschleunlguna- Da t, x, v algebraische 
Zahlen sind, so ist g auch eine solche und hat, als Strecke gedeutet, 
entweder die Positiv- oder die Negativrichtung. 

Ist g positiv, so nimmt v zu, ist g negativ, so nimmt v ab. Aber 
beides im algebraischen Sinne, der durch die folgenden vier Kom- 
binationen klar hervortreten wird. 

1. v ist posltl\, g ist positiv. Die Geschwindigkeit wächst im 
algebraischen und im absoluten Sinne. 

2. V ist negativ, g ist positiv. Die Geschwindigkeit wächst zwar 
im algebraischen Sinne, nimmt aber ab .im absoluten Sinne. (Eine 
negative Grölie wachst, wenn ihr absoluter Wert abnimmt.) 
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3. V ist negativ, g ist negativ. Die G-eachwindigfkeit nimmt zwar 
ab im alg-ebraischen Sinne, wächst aber im absoluten Sinne. (Eine 
negative Große nimmt ab, wenn ihr absoluter Wert wächst) 

4. V ist positiv, g ist negativ. Die Geschwindigkeit nimmt ab im 
alg^ebraischeo und im absoluten Sinne. 

333. Haben also g- und v gleiche Vorzeichen, d. h. ffleiche Richtung, 
so wächst V im absoluten Sinne, haben sie entgegengesetzte Richtung, 
so nimmt v ab im absoluten Sinne. Im ersteren Falle daher Be- 
schleunigung, im letzteren Verzögerung nach gewöhnlicher Sprech- 
weise [324]. 

Aus dem Werte, den v in irgendeinem Augenblick hat, läßt 
sich, wenn weiter nichts bekannt ist, gar kein SchluÜ ziehen weder 
auf die Größe, noch auf die Richtung von g. Es kann v groß und 
zugleich g klein sein und umgekehrt Es kann v (wie im Scheitel 
des senkrechten Wurfes) verschwinden, ohne daß g verschwindet und 
umgekehrt 

Genug; die Beschleunigung ist zwar ein Maß der Veränderlichkeit 
der Geschwindigkeit, aber doch von ihr gänzlich verschieden. Es sind 
g und V mit äußerster Schärfe begrifflich auseinander zu halten. 

334. Buchleunigung and Hodograph. Die Beschleunigung ist trotzdem 
im übertragenen Sinne [310] auch eine Geschwindigkeit, nämlich die- 
jenige Geschwindigkeit, mit der sich die Geschwindigkeit v ändert. 

Macht man aber v durch Abtragen von einem festen Punkte zu 
einer Abszisse, wie es bei der Konstruktion des Hodographen geschieht 
[303], so wird g sogar zu einer wirklichen Geschwindigkeit, nämlich 
zu derjenigen, mit der sich der Geschwindigkeitspunkt im Hodographen 
bewegt. 

Begrifflich steht eben g zu v, wie v zu x, 

3^. Euler's Deviation oder „Mehr an Weg" ist der Überschuß 
(algebraisch) des Weges, den der bewegliche Punkt in einer gewissen 
Zeit wirklich zurückgelegt hat über den Weg, den er bei derselben 
Anfangsgeschwindigkeit ohne Beschleunigung zurückgelegt haben 
würde. 

Diese Deviation ist ein vortrefflicher phoronomlscher Hilfsbegriff, 
durch welchen der Weg zum zweitenmale zur Beschleunigung in un- 
mittelbare Beziehung gesetzt wird, aber ganz anders als in [SSO]. 

336. Es seien t und tj irgend zwei Augenblicke, x und Xj die 
zugehörigen wirklichen Abszissen, v und v, die zugehörigen Ge- 
schwindigkeiten. Dann sind: 

At = t, — t, Ax = x,-x 
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die Zwischenzeit und der wirklich zurückg^elegfte Wegf. Für letzteren 
gilt nach [293] die Formel; 

Ax = v„ At, 
wo v„ die mittlere Geschwindigrkeit bezeichnet. 

Dagegen ist der zweite, nur 
p , P' J) P gedachte Weg [335], welcher mit 

— *- ^ . I ,, . -j unveränderter Anfangsgeschwin* 

digkeit V beschrieben werden 
""■ "■ sollte: 

Mithin folgt für die Deviation D die Formel; 

D = A«-A'x = (v.-v)At 

337. DBviatlon, Besctlleunfguim, ZeH. Nach [301] ist bei koostaDteni g: 

Vm = — ^— *-, daher: 

V, — V ist nichts anderes als die in der Zeit /\t eingetretene 
öeschwindigkeitsänderung, also [326]: 

v,-v = Av^g-At. 

Daher endlich: 

a) n^ Av-At =^|^(-At)* und umgekehrt: 

2 2 

2D 

Die Deviation ist gleich dem halben Produkt aus der Beschleuni- 
gung und dem Quadrate der Zeit. 

Übrigens ist dieser Satz auch richtig, wenn die Beschleunigung 
nicht konstant bleibt. Nur muß dann statt g ein Mittelwert gesetzt 
werden. 

338. Deviation und Weg, Aus [336] ergibt sich durch Umkebrung: 

Ax = A'^ + I' = vAt+^(At)' 
oder bei kürzerer Schreibweise: 

s=vt+|-,^ 

also der Weg, ausgedrückt durch die anfängliche Geschwindigkeit v. 
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die Beschleunigung g und die Zeit t. Verschwindet v (freier Fall), so 
wird die Deviation zum Weg- selbst: 

s = D=ff. 

Diese Formel ist das bekannte Gesetz Galilei's, daß beim freien 
Fall die Wege sich verhalten, wie die Quadrate der Zeiten. Also bei 
doppelter Zeit vierfacher Weg, bei dreifacher Zeit neunfacher Weg usw. 

339. Die unendlich kleine Deviation, das eben entstehende „Mehr an 
Weg" folgt durch Ersetzen von ^t durch dt: 

D=|(dt)'. 

Sie ist unendlich klein von der zweiten Ordnung, worin steh wieder 
zu erkennen gfibt, daß die Beschleunigung nicht unmittelbar auf den 
Weg wirkt, sondern durch die allmälige Änderung der Geschwindigkeit 
i:329]. 

340. Um den Begriff der Beschleunigungf möglichst allseitig zu 
betrachten, seien noch die folgenden zwei Aufgaben gelöst. 

Erste Aufgabe. Gegeben ist ein Weg /\,x und die Geschwindig- 
keiten V und Vj zu Anfang und zu Ende des Weges. Wie groß ist die 
Beschleunigung g (als konstant angenommen)? 

Lösung: Es ist [326]: 

/\\ V, — V 

Der Nenner A ' 'St zwar nicht gegeben, kann aber sofort be- 
rechnet werden [293]: 

At=-4i = ^, daher: 

Va V, -|- V 



. fc.-v)(v.+v)_ 



■ oder: 



2Ax 2Ax 

Ist der Weg unendlich klein = äx, also auch A v une 
=zäv, so wird : 

Später wird diese Gleichung äußerst wichtigf werden { 
einfacli ist auch folgende Ableitung: 

g.d. = ^.dx = dv. — = vdv=.d(-j. 
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341. BescMeunlflung aus drei OrtsbesUnmutgeH. Zweite Aufgrabe: 
Gegeben in irg"end drei Augfenblicken t, t^, tj, die Orte x, x,, x, des 
bewegflichen Punktes. Wie berechnet man die (als konstant ange- 
nommene) Beschleunigung' g? 

Lösung: Man berechne Zeiten und Wege: 
t, — t = At, t, — t, = Ati, X, — x = Ax, X, — x, = AXj 
80 ergeben ^ch zunächst die mittleren Geschwindigkeiten Vg, und v^j 
während der Zeiten At und At,: 

_ AX AX, 

"- At' """'"At, 
oder nach [301], wenn v, v,, v, die augenblicklichen Geschwindigkeiten 
in den Zeitpunkten t, t,, t, bezeichnen: 

V + Vj _ A X v^ -|- V, _ A x^ 
2 ~At' 2 ~At, 

und hieraus durch Subtraktion: 

V, — V ist die in der Zeit t, — t = {t, — tj) + (t, — t) = A t, + At er- 
langte Geschwindigkeitsändemng, also ^ g (A t, + A t). 
Daher die verlangte Formel: 

Ax, _A^ 

V, — V At, At 

^ ~~ At", +7^"* ~' At+At,'~' 
~i 

342. Sie wird besonders einfach bei gleichen Zwischenzeiten, 
At, =At: 

Ax, — A x 
(At)»" • 

d. h, die Beschleunigung wird erhalten, wenn man den Unterschied 
der beiden Wege, die in zwei unmittelbar folgenden gleichen 
Zeiten zurückgelegt werden, durch das Quadrat des gemeinsamen 
Wertes dieser Zeiten dividiert. 

Eine einfachere Zuriickführung der Beschleunigung auf meßbare 
Wege und Zeiten gibt es nicht. 

343. Die zweite Differenz. Die Differenz A x, — a x ist der Unter- 
schied zweier Wege, wie die Deviation auch. Aber dort handelte es 
sich um zwei in derselben Zeit beschriebene Wege, von denen 
der eine wirklich, der andere nur hinzugedacht war. Hier jedoch sind 
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beide Wege wirklich und nicht in derselben Zeit, wohl aber in g^leichen, 
unmittelbar folgenden Zeiten beschrieben. 

Da jeder von ihnen schon als Differenz zweier Abszissen erscheint, 
so nennt man Ax, — Ax auch eine zweite Differenz: 
A* X = A (A x) = A x^ — A X, also : 

A'x 
R = 7^-^. oder: A»x = g.{At)'. 

344. Das zweit« Differential. Wird A t unendlich klein = dt, so wird 
auch A*x unendlich klein =d*x. Die zweite Differenz wird zum 
zweiten Differential, welches unendlich klein von der zweiten 
Ordnung- ist Damit ist auch hinterher die Abkürzung- in [330] erklärt: 

laitf '" -3T-' ^ """^ 

d'x 

-^ = g-, oder d*x = g{dt)». 

345. In den drei früheren Beispielen [295]: 

I n m 

x = f(t)= a + bt; a-f bt + ct'; a-f bt-f-ct'-[-et' 
entsteht durch einmaliges Differentiieren : 

v = f(t)= b; b + 2ct; b + 2ct-|-3et» 

und durch oochmaliges Differentiieren: 

g = f'(t)= 0; 2c; . 2c + 6et. 

I ist eine gleichförmige Bewegfung, v ist konstant, g verschwindet; 
II ist eine gleichförmig beschleunigte Bewegung, v wächst proportional 
zur Zeit, g ist konstant; HI ist eine ungleichförmig beschleunigte Be- 
wegung, g wächst proportional zur Zeit. 

346. Als Hauptformeln dieses Paragraphen sind zu betrachten: 

1. Av = gAt; dvx^gdt 

2. A*x = g(At)'; d«x = g(dt)» 

3. D = -|(At)'; D=|{dt)» 

*■ -^^^ = rA-: d(^") = vdv = gdx. 

Diese Gleichungen hängen zwar innig zusammen, aber jede zeigt 
eine andere Bedeutung der Beschleunigung auf. Die erste gibt den 
Zuwachs an Geschwindigkeit, die zweite den Unterschied zweier Wege 
in zwei aufeinanderfolgeoden gleichen Zeiten, die dritte die Euler'sche. 
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Deviation und die vierte endlich den Zuwachs des Quadrates der Ge- 
schwindigfkeit, sowohl während einer beliebigen, als auch während 
einer unendlich kleinen Zeit; nur muß im ersteren Fall statt g-, wenn 
es nicht konstant sein sollte, ein mittlerer Wert g-„ g^esetzt werden. 
Welcher, das steht freilich dahin. 

347. H3here Beschleunigungen. Da die Geschwindigkeit ein Maß der 
Veränderlichkeit des Ortes und die Beschleunigung wieder ein Maß 
der Veränderlichkeit der Geschwindigkeit ist, so liegt es nahe, eine 
dritte Hil&große einzuführen als ein Maß der Veränderlichkeit der 
Beschleunigung. Dann wieder eine vierte als Maß der Veränderlich- 
keit der dritten usw. 

Wie sie zu bilden wären, kann gar nicht zweifelhaft sein. Denn da 
V der erste, g der zweite, so würde die dritte Hilfsgröße der dritte, 
die vierte HiHsgröße der vierte Differentialquoäent des Weges nach 
der Zeit sein usw. Selbstverständlich können die außer v und g neu 
einzuführenden Maße, welche Schell als Beschleunigungen höherer 
Ordnung bezeichnet hat, zuweilen nützlich sein; zum Verständnis der 
Grundlagen der Mechanik sind sie aber nicht erforderlich. 

Denn in der Grundgleichung und in dem Trägheitsgesetz ist nur 
von V und g die Rede. Diese beiden aber, Geschwindigkeit und Be- 
schleunigung, sind für die Mechanik schlechterdings unentbehrlich. 



§ 17. Die Beschleunigung einer krummlinigen Bewegung. 

348. Erweiterung des Begriffes: BescMeunigung. Drei Forderungen sind 
zu stellen: 

1. Die Beschleunigung der geradlinigen Bewegung muß in der 
allgemeinen Beschleunigung enthalten sein, 

2. Es soll als neues Merkmal die Veränderlichkeit der Richtung 
der Geschwindigkeit hinzukommen [324]. 

3. Die Erweiterung soll naturiich und angemessen sein und sich 
dem ursprünglichen Begriff möglichst eng anschließen. 

Geschichthch sei erwähnt, daß Huyghens durch seine Unter- 
suchungen über die Zentripetalbeschleunigung [368] die zweite Forderung 
in den Vordergrund gerückt und daß dann Newton die erste und dritte 
mit der zweiten verbunden hat. Man kann also füglich unterscheiden : 
1. den Galilei'schen Begriff, der nur die Veränderlichkeit der Größe 
der Geschwindigkeit berücksichtigt; 2. den Huyghens'schen Begriff, 
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der nur die Veränderlichkeit ihrer Richtung- berücksichtig; 3. den 
Newton'schen Begriff, der beides berücksichtigt. 

349. Die alte Definition hat gelautet [326]: 

Av . dv 

« = ^ — , bzw. sr = -r- 

* At * dt 

„ ,, Geschwindigkeitsänderuiig 
Beschleunigningf = ^-^ =- . 

Dabei war /\ v := v^ — v die Geschwindigkeitsänderung im 
alg-ebraiscben Sinne. Hier aber, da v und Vj nicht mehr einerlei 
Richtung haben, wird man 
offenbar ihre Differenz im 
g-eometrischen Sinne nach 
[187] nehmen müssen, wenn 
man den vorigen drei Forde- 
rungen gerecht werden will. 

So entsteht die allge- 
meinste schon in [62] vorweg- 
g-enommene Definition der Be- 
schleunigung. Fügt man zur - 
Vermeidung von Mißverständ- 
nissen den Richtungsstrich 
hiozu, so folget: 

'^ At ' 

geometrische Geschwindigkeitsänderung 
Zeit ' ' ■ 

Es ist dabei /\ v = v, — v [187]. Außerdem hat g selbstverständ- 
lich dieselbe Richtung wie /\v (At als positiv vorausgesetzt). 

350. Prolektionen der BescMeunIgung. Aus der so erweiterten Defi- 
nition ergeben sich mühelos drei äußerst wichtige Folgerungen: 

Erste Folg^erung. Zerlegt man [290] eine beliebige Bewegung 
nach den Achsen eines Koordinatensystems, so wird die Beschleunigung 
zur Resultante der Beschleunigungen der komponierenden Bewegungen, 

Beweis (für ein ebenes System). Der Satz gilt zunächst, wenn 
man statt Beschleunigung setzt: Geschwindigkeit. Es ist v die Re- 
sultante von Vi und v^ (Geschwindigkeitsdreieck [307]). 

Also ist auch dv die Resultante von dv, und dv, oder: 
dv. 




Fig. 6fta. 



, bzw. g = 



Fig. ( 



Beschleunigung : 



und von 



dt 



, b. es ist: 



g die Resultante von tf, und jf,. 
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dt 



dt 



Analytisch ist hiermit die AuffiDdung von g erledigt. 
362. Zweit^e Folgerung-. Beschleunigung und Hodograph. Die Be- 
schleunigoiDg g ist der GröBe und Richtung nach gleich derjenigen 
Geschwindigkeit, mit welcher sich der Geschwindigkeitspunkt im Hodo- 
grraphen bewegt. (Oder kurz: Beschleunigung = Geschwindigkeit im 
Hodograpben) [334]. 

Beweis. Es ist (Fig. 66 b): 

T T, ^ d V = Vj — V, also : 
TT, =gdt, oder: 
- TtT 
^ = -df- 
Damit ist der Satz bewiesen, denn TT, ist der unendlich kleine 
Weg, den der Geschwindigkeitspunkt in der unendlich kleinen Zeit dt 
beschreibt. Nach [307] hat daher g die Richtung der Tangente in T 
an den Hodograpben. 

3B3. Dritte Folgerung. BescMeuiiigung 
*un(l Deviation. Die Euler'sche Deviation hat 
dieselbe Richtung wie die Beschleunigung 
und ist gleich dem halben Produkt aus 
ihr und dem Qua drate der Zeit [337]. 

Beweis. Es sei PP, der wirklich zurück- 
gelegte Weg und PP' derjenige gerad- 
linige, in der Bahntangente in P liegende 
Weg, der bei unveränderter Geschwindig- 
keit zurückgelegft worden wäre. Dann ist 
P':^^D'die Deviation. 
Projiziert man auf die x-Achse, so ist offenbar Q'Q, = Di die 
UeviatioD dra- projizierten Bewegung; denn QQ^ ist der wirkliche 
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Wie V aus v. und v^, so ergibt sich g aus g. und g,. Aus dem Ge- 
schwindigkeitsdreieck wird ein Beschleunigungsdreieck. 
351. Die Bewegungsgleichungen: 

x = f(t), y = v(t) 
ergeben durch einmaliges Dilferentiieren die Komponenten der Ge- 
schwindigkeit: I 
v.=f(t), v, = ,p'(t) I 
und durch nochmaliges Differentiieren die Komponenten der Be- 
schleunigung: 
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Weg- und QQ' der einer unveränderlichea Geschwindigkeit v, ent- 
sprechende Weg, Ein gleiches gilt für die Projektion D, auf die y- Achse. 
Es iat [337]: 

D. = Y ?. (A t)', Dy=^g, (A t)'. 

Da nun sowohl g die Resultante von g, und g„ ala auch D die 
Resultante von D, und D, ist, so folgt [18ü]: 

Handelt es sich um die eben beginnende Deviation {vgl. [339'])^. 
«o wird: 

354. Den drei nachgewiesenen Folgerungen entsprechen ^ei 
Möglichkeiten, in einem gegebenen Falle die Beschleunigung g- zu 
bestiromeD : 

1. Man stelle die Bewegungagleichungen auf und ermittele durch 
zweimaliges DifferentÜeren g. und g,. 

2. Man konstruiere den Hodographeo und bestimme die Geschwin- 
digkeit in ihm. 

3. Man berechne die Deviation und gehe Ton ihr zur ßeschleu- 
nigung über. 

Es ist wohl gut, wenn an dem einfachsten Beispiel, der gleich- 
förmigen Bewegung im Kreise, gezeigt wird, daß alle drei Methoden, 
zu derselben Beschleunigung führen, 
welche in diesem Falle Zentripetalbe- 
schleuniguDg heißt. 

355. Die ZentrJpetalbeschleutilgung. Erste 
Berechnung. Man lege durch M zwei 
Achsen, bezeichne den Wert von (p zur Zeit 
t= mit a und führe die Winkelgeschwindig- 
keit w ein, so daß: 

'/> = « + '" t. 
Die BewegUDgsgleichungen werden : 

X ^ r coa qp ^ r cos (« -|- w t) ; y = r sin qo = 
Durch einmaliges DifferentÜeren entsteht: 
V« ^ — r sin (a-|-wt).w = — yw; Vj = -|-r cos (a -j- w t) ■ w = -|- x <i 
vgl. [317]. Durch nochmaliges Difierentiieren entsteht: 




Fig. 68, 
= rsin(a-4-tjt). 
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dy , dx , 

Da nun sowohl g die Resultante von g^. und gy, als auch MP =r r 
die Resultante von x und y ist, so folgt [182] 




Fig. 69 b. 



oder wenn man v^^wr [314] einführt und den 
absoluten Wert nimmt : 



Also: Die Zentripetalbescbleuni- 
guag hat die Richtung des Radius 
nach dem Mittelpunkt hin. Ihr ab- 
soluter Wert ist gleich einem 
Bruch, in dessen Zähler das 
dessen Nenner der 



Fig. 6»b. 



Quadrat der Bahngeschwindigkeit und 
Radius steht. 

3S6. Zweite Berechnung. Da v konstant ist, wird der 
Hodograph auch zu einem Kreise. Also steht die Geschwindig-keit 
von T, d. h, g [352], auf v senkrecht. Da aber v selbst auf r senkrecht 
steht, so hat g die Richtung von r, und zwar nach innen, wie 
die Figur 69 b zeigt. 

Ferner : Die unendlich kleinen Wege PP, =: d s und TT, ^ d Sj 
gehören zu gleichen Zentriwinkeln = d y. Also: 



d Sj : d s = V : r, oder 



d s, d s 
"dT'dt "" 



ds,_ 




.g:v=v:r, und hieraus: 

357. Dritte Berechnung. Da sich nur 
die Richtung von v ändert, so haben Bogen 
PP, und Strecke PP' [363] dieselbe Länge. 
Hieraus folgt (strenger Beweis führt durch Grenz- 
betrachtungen), daß die eben beginnende Devia- 
tion D, also auch g zu d s oder v senkrecht steht, 
d. h. die Richtung des Radius (nach innen) hat. 



Da AVinkel P, PF = 



ist, so folgt : 
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1> = d 9 ■ sin 



d <f 



= T- dijr 



Atf 



^ = w'r^^- 



oder, wenn Größen höherer Ordnungf als die zweite vernachlässigt 
werden und d 91 = w d t g-esetzt wird : 

2 ~ 2 

und hieraus [353] : 

_ 2D 

358. Die so dreimal gefundene Formel für die Zentripetal- 
beschleunigUDg : 

^* 

a) g = - 

hat zuerst Huyghens aufgestellt mittels einer Methode, die wesentlich 
mit der dritten Berechnungsart übereinstimmt [348]. 

Häufig wird die Huyghens'sche Formel auch in der Form 
angewendet: 

b) g = w'r 

oder auch, nach Einführung der Umlaufszeit [311]: 

4 7c'r 

c) Z = ^^' 

Am all ereinfachsten aber ist die Schreibweise : 

d) g = V ■ w. 

359, Richtung von §. Ist die Be- 
wegTing geradlinig, so hat g dieselbe i^ 
Richtung wie v oder die entgegen- 
gesetzte. Ist die Bewegung gleich- 
förmig im Kreise, so steht g senk- 
recht auf V. Im allgemeinen aber 
wird g weder in die Bahntangente, 
noch in die Bahnnormale fallen, 
sondern zerlegbar sein in eine 
Tangentialbeschleunigung gt und 
in eine Normalbeschleunigung ga- 

gt entspricht offenbar dem 
Galilei'schen, gn dem Huyghens- 
schen Begriff der Beschleunigung 
[348]. Doch g selbst ist die wahre, die eigentliche, die Newton'sche 
Beschleunigung. 
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Fig. 72. 



360. Die Tangentialbeschleunigung. Es sei wieder T T, = g dt ein 
unendlich kleines Element des Hodographen. Die Projektion auf die 
(verlängerte) Richtung von v ist dann : 

TQ=g.df) 
Da das Dreieck O Q T^ bei Q recht- 
winklig ist, so stimmen O Q und O T, bis 
auf Größen zweiter Ordnung in ihrer Länge 
überein. Also ist: 

v-|-dv = v-f g.dt, d. h. dv = g,dt. 
Diese Formel, in der dv nur die Ver- 
änderung der Größe von v bedeutet, ent- 
spricht vollständig der alten Formel [328]. 
Da hier v absolut genommen wird, so 
muß gt das negative Vorzeichen erhalten, 
wenn es die entgegengesetzte Richtung 
von V hat, weil dann dv negativ wird. 

361. Die Narmalbeschleunigung. Es ist femer: 

Q T, ^ gn dt = (v -|- d v) si n d qp = V sin d y -|- d V sin d i)p 
oder, wenn Glieder höherer Ordnung ausgelassen werden: 

gadt = vdy, dflp = ^ — . 

Da V parallel zur Babntangente ist, so gibt diese Formel den 
unendlich kleinen Winkel d if, um den sich die Tangente, also auch 
die Normale in dem Zeitelement dt dreht (Fig. 71). Sie erweist also 
den Einfluß von gu auf die Bahnkrümmung. 

Aus [360] und [361] zusammen folgt: gt hat allein Einfluß auf 
die Größe von v, aber gar keinen Einfluß auf die Richtung von v, 
d. h. auf die Krümmung der Bahn ; dagegen hat g^ allein Einfluß auf 
die Richtung von v, d. h. auf die Krümmung der Bahn, aber gar 
keinen Einfluß auf die Größe von v. 

362. Kriimmungskreis. Von allen Kreisen, welche eine stetig 
gekrümmte Kurve in einem Punkte berühren, schmiegt sich ihr einer 
am innigsten an. Er heißt der Krümmungskreis. 

Je größer sein Radius p ist, desto kleiner ist die Krümmung und 
umgekehrt Ist die Kurve selbst ein Kreis, so fällt sie mit ihrem 
eigenen Krümmungskreis zusammen. Sonst aber ändert sich letzterer 
und mit ihm die Krümmung stetig von Punkt zu Punkt. 



*j In Fig. 73 lind gn dt nad gt dt za veitaiucbeii. 
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363. KrOmmungsrailius und NonnalbescMeuHlgung. Wenn P den un- 
endlich kleinen Weg- PP^^ds zurücklegt (Figf. 71), so dreht aicb die 
Tang^ente, also auch die Normale um den unendlich kleinen Winkel d^, 
der mit unbegrenzter Annäherung den Zentriwinkel eines Kreisbogens 
von der Länge d s und dem Radius f darstellt Es ist daher : 

d s V 
ds^fldffi. dn>:^ — :^ — . d t. 

e e 

Setzt man in [361] ein, so folgt: 

— d t = — d t, und hieraus : 
? V 

V* 

also ganz wie in der Huyghens'schen Formel [358], nur daß statt g- 
und r zu setzen ist: ga und q. 

364. Die beiden Formeln [360] und [363] können auch wie folgt 
analytisch abgeleitet werden, indem man auf g. und gj zurückgreift. 
Es sei (p der Richtungswinkel von v, also [306]: 

cos(p = —^, sin 9»= — und daher [249]: 

g:t = 8--C03. 

Nun ist nach [351]: 

dv. dv^ , , ,- u 

S'-^^'«7-^, ,fo\ghoh: 

., v.dv. + v,dv. 

Wie man durch Differentiieren der Gleichung v* = v,*-|-v,* findet, 
ist der Zähler ^=vdv (dv in rein absolutem Sinne). Mithin: 
g,.dt = dv. 

365. Um die zweite Formel abzuleiten, beachte man, daß der 
Richtungswinkel der Normale = 90"-]- f/i ist. Daher: 

go = g, cos (90" + (/>) 4- Sy sin (90" -|- f/i) = — g. sin <p + gj- cos cp, also : 

g.-^?i^'J^. b) 

Der rechtsstehende Bruch ist, was hier ohne Beweis aus der 
Theorie der Krümmung der Kurven entlehnt werden mag, == - , daher: 
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366. Umkehning einer BewesuHg. Wenn der bewegliche Punkt in 
seiner Bahn plötzlich umkehrte und sie nun rückwärts durchliefe, gfcoau 
in g^leicher Weise, wie vorher vorwärts, so würden die Orte, also auch 
die Koordinaten wiederkehren, niu: in umgekehrter Zeitfolge, Die 
Geschwindigkeiten aber würden offenbar ihre Richtungen oder Vor- 
zeichen wechseln. Und die Beschleunigungen? 

Diese wechseln nlcM ihre Vorzeichen, sondern kehren genau so 
wieder, wie sie waren. Die ersten Differenzen /\x = s^ — x gehen 
zwar in ihr Gegenteil ( — /\ x) = x — x, über; aber die zweiten 
Differenzen bleiben, denn aus: 

As, — A^ = A*3t wird: (— A^) — (— A J^) = A^ — Ax. 

Wenn ein senkrecht geworfener Körper erst steigt und dann 
fällt, so geht doch g immer nach unten. Ob ein Kreis in dem einen 
oder dem anderen Sinne durchlaufen wird, die Beschleunigung geht 
immer nach innen. 

Vgl. § 29 über umkehrbare und nicht umkehrbare Bewegungen. 

367. Durch Zerlegung von g in g^ und gj läßt sich zuweilen sehr 
einfach von einer krummlinigen auf eine geradlinige Bewegung 
schließen. So folgt z. B. aus den Untersuchungen über die gleich- 
förmige Bewegung im Kreise, daß die Beschleunigung in der Pro- 
jektion einer solchen Kreisbewegung beständig nach einem festen 
Punkt hin gerichtet und dem Abstand von ihm direkt proportional ist. 

Dies geht ja auch aus [355] unmittelbar hervor, da: 
gx = — w» X. 

Aber auch die Umkehrung (deren Beweis hier fehlt) ist richtig: 
Wenn ein Punkt sich so auf einer Geraden bewegt, daß die Be- 
schleunigung immer nach einem festen Punkte hin gerichtet und dem 
Abstand von ihm proportional ist, so macht er eine Bewegung, welche 
als Projektion einer Kreisbewegung angesehen werden kann. 

368. Schwingungen. Man nennt solche Bewegungen harmonische 
Schwingungen. Sie sind das Urbild aller schwingenden Bewegungen 
überhaupt, wie Seh all Schwingungen, Lichtschwingungen, Schwingungen 
der Saite, der Stimmgabel usw. 

Der Abstand der beiden Umkehr- 

Äi I fiS punkte S und S, heißt der Ausschlag, die 

Zeit, in welcher ein Ausschlag gemacht wird, 
die Schwingungsdauer (also die Hälfte der 
Umlaufszeit im Kreise), und der zugehörige Zentriwinkel ff heißt die 
augenblickliche Phase der Bewegung. 
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Es sei noch erwähnt, daß g-erade bei solchen Schwingfungfen Ge- 
.schwindigfkeit und Beschleunigfung- sich auch in einer auffallenden 
Geg'ensätzhchkeit zeigfen, freilich gfanz anderer Art als [366]. In S 
und S, verschwindet v, während g- dort seinen absolut größten Wert 
hat. In der Mitte M aber verschwindet g- und ist umg^ekehrt | v | ein 
Maximum. Und immer wenn |v| abnimmt, wächst |g|, und wenn |v| 
wächst, nimmt | g^ | ab. 

369. Die Sektorbeschieunlgung. Genau wie in [310] mit der Ge- 
schwindigfkeit geschehen, kann auch die Beschleunig-ung auf Winkel, 
Flächen und andere Größen übertrag-en werden, wenn sie sich mit 
der Zeit ändern. 

Hier sei als Beispiel, an dem die Mechanik sehr großes Interesse 
hat, die Sektorb esc hleunig-ung* behandelt als die Geschwindig-keit, mit 
der sich die Sektorgeschwindigfkeit ändert 

Nach [320] ist die Sektorg-escbwindig-keit (für einen beUebigen 
Pol 0} gleich dem halben Moment der Bahngeschwindigkeit, das mit A 
bezeichnet werden möge, also: 

A = x V, — y Vi. 
Es ist dann: 

<*S 1 . 1 , 

folglich ist die Sektorbeschleunigung: 

d'S_ '^('d7) _ 1 dA 
dt'~ dt ~2dt" 

370. Moment der Bahnbeschleunlgung. Es ist zu bilden: 

dA d(xv, — yv,) 









dv, , dx 


dv. 
dt 


-v 


dx 
df 
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zwei Glieder und es wird selir einfacli: 
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— XV. das Moment von v 
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Moment von g 


. Es werde B genannt. 


also: 
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dA 



B = xgr,- 



, daher: 



Das Moment der Bahabeschleunigfung ist gleich dem nach der 
Zeit genommeoen Differential quo tienten des Momentes der Bahn- 
g-eschwindigkeit 

371. Man kann diesen 
wichtigen Satz auch aus 

der Momententheorie 
durch einen Grenzüber- 
gang ableiten. Es sei A 
das Moment von v und 
Aj=Ä+dA das Moment 
von V, in bezug auf O. 
Um die Differenz d A 
dieser Momente zu bilden, 
Fig 74 hat man nach [224] die 

Resultante von v^ und 
^ — v) aufzusuchen und im Schnittpunkt R der Tangenten abzutragen. 
Die genannte Resultante ist aber [349]: 

dv = v, — v = gdt, daher: 
dA = Moment von (gdt) = dt X Moment von g, oder: 
dA 
dt " 

Allerdings geht gdt in der Figur nicht durch P, wie es sein 
sollte, sondern durch R. Doch fallen zuletzt offenbar die drei Punkte 
P, Pj und R zusammen, d. h. es ist: 
dA 




= Moment von g. 



dt 



-B. 



372. Sektorbeschleunigung und Bahnbeschleunigung. Durch Einsetzen 
von -j— in [369] ergibt sich: 

d'Sl xg,— yg, 

(dt)» 2 2 

In Worten: Die Sektorbeschleunigung ist gleich dem halben 
Moment der Bahnbeschleunigung g. 

Also genau dieselbe Beziehung wie zwischen Sektorgeschwindigkeit 
und Bahngeschwindigkeit. Vgl. § 27 über Flächensätze. 

373. Zentralbewegung heißt eine Bewegung, wenn die Beschleunigung 
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g und mit ihr die bewegfende Kraft K beständig* nach einem festen 
Punkt O hin (oder von ihm fort) gferichtet ist. Dann verschwindet 

B, das Moment von g in bezug* auf O. Also bleibt A und auch — r — 

nach [370] unveränderlich. Der Radiusvektor O P beschreibt in g'Ieichen 
Zeiten g-leiche Flächen, (Zweites Kepler'sches Gesetz [954]). 

Umgekehrt: Werden in gleichen Zeiten gleiche Flächen be- 
schrieben, 30 ist die Sektorgeschwindigkeit unveränderlich. Die 
Sektorbeschleunigung verschwindet und mit ihr das Moment der 
Bahnbeschleunigung g. Also ist g nach dem festen Punkte hin oder 
von ihm fort gerichtet (was davon abhängt, ob die Bahn dem festen 
Punkte ihre hohle oder ihre gewölbte Seite zukehrt). 

374. So hätte Kepler aus seinem zweiten Gesetz sofort schließen 
können, daß die Kraft, welche die Planeten um die Sonne treibt, 
nach ihr hin gerichtet, d. h. eine Anziehung ist. 

Weshalb hat es der geniale Mann nicht getan, sondern sich mit 
allgemeinen Redewendungen über diese Kraft begnügt? Nun, weil 
die Mechanik noch gänzlich unentwickelt war, weil der Begriff der 
Beschleunigung kaum die Schwelle des Bewußtseins der Menschheit 
überschritten hatte, von den Huyghens'schen bahnbrechenden Betrach- 
tungen über die Zentripetalbeschleunigung ganz zu schweigen. 

Es war noch zu früh. Die Zeit der Entdeckung der allgemeinen 
Schwere war noch nicht gekommen § 39. 
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§18. Bewegung eines starren Körpers. 

375. Bewegungszusland etnes starren Kflrpers. In diesem und dem 
nächsten Paragraphen soll festgestellt werden, was für Bewegungen 
starre Körper überhaupt machen können im rein phorono mischen 
Sinne, also ohne jede Bezugnahme auf die materiellen Begriffe Masse 
und Kraft. 

Vorläufig wird dabei das Hauptgewicht auf den augenblicklichen 
Bewegungszustand gelegt, d. h. auf die Gesamtheit der augenblick- 
lichen Geschwindigkeiten. Es gilt Gesetze hierüber aufzufinden. 

376. Starre Verbindung mit einem starren KBrper. Daß wirkliche feste 
Körper immer allseitig begrenzt sind, betrachtet die Phoronomie oft 
als nebensächlich, weil man sie nach Belieben erweitert vorstellen mag. 
Insbesondere kann jeder Punkt des Raums mit einem gegebenen 
starren Körper starr verbunden gedacht werden, so daß er an der 
Bewegung teilnehmen muß. 

Ob z, B. ein Körper sich um eine Achse dreht, die, wie es meist 
der Fall ist, durch ihn hindurchgeht oder um eine Achse, die ganz 
außerhalb verläuft, ist in diesem Sinne ganz unwesentlich. 

377. Die Translation oder Parallel Verschiebung ist eine Bewegung, 
bei der alle Punkte gleiche und gleich gerichtete Bahnen beschreiben. 
Überall in dem Körper hat die Geschwindigkeit nach Größe und 
Richtung nur einen Wert; der Bewegungszustand wird durch den 
Satz gekennzeichnet; Es gibt überhaupt nur ein v. 

Ein zweites wesentliches Merkmal ist das gänzliche Fehlen von 
Richtungsänderungen. Der ganze Körper wird zwar an einen anderen 
Ort gebracht, aber die Verbindungslinie irgend zweier seiner Punkte 
hat nach der Translation dieselbe Richtung wie vorher, 

378. Die Drehung oder Rotation. Es beschreiben alle Punkte kreis- 
förmige Bahnen, deren Ebenen auf der Drehungsachse senkrecht 
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stehen und deren Mittelpunkte auf ihr heg-en. Es gibt nur eine 
Winkelg-eschwindig-keit w, welche nach [313] als Strecke in 1 
abg^etragen werden kann. 

Der Beweg'ungszustand wird femer durch 
den Satz g-e kennzeichnet: Die Geschwindigkeit v 
irgendeines Punktes P ist der Pfeil des Momentes 
der Winkelgeschwindigkeit lo in bezug auf P 
als Pol [315].: 

V steht auf dem Radius q, aber auch auf 
der Drehungsachse 1 senkrecht Ihr absoluter 
Wert ist nach [315]: 



.'^ 



Fig. 75. 



Macht man die Drehungsachse zur z-Achse 
eines Koordinatensystems und zerlegt v, so 
folgt [316]: 



379. Zusammensetzung von Bewegungen. Er-: 
klärung: Eine Bewegung A eines Körpers soll 
aus anderen Bewegungen B, C, . . . zusammengesetzt heißen, wenn 
die augenblickliche Geschwindigkeit, welche ein beüebiger Punkt P 
des Körpers durch A erhält, gleich der Resultante derjenigen augen- 
blicklichen Geschwindigkeiten ist, welche er durch B, C, . . . er- 
halten würde. 

Als sehr einfaches Beispiel sei erwähnt: A sei eine Schrauben- 
beweg^ng, wie sie die Schraubenmutter um die Schraubenspindel 
ausführt Offenbar ist sie zusammengesetzt aus einer Drehung B um 
die und eine Translation C längs der Schrauben- 
achse. Es ist aber zu beweisen, daß durch Zu- 
sammensetzung von Translationen und Drehungen 
jede Bewegung eines starren Körpers konstruiert 
werden kann [393]. 

380. Das allgeflielnste Oeschwlndlgkeitsgeseb für 
Bewegungen starrer Körper lautet: 

Trägt man an irgend zwei Punkten P und 
P, ihre Geschwindigkeiten v und v, als Strecken 
an, so sind deren Projektionen v' und v', auf die 
Verbindungslinie PP, gleich lang und gleich 
gerichtet. 

Für die Trimslation stimmt der Satz ganz 
offenbar, weil hier v und v, sogar selbst gleich 
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lang und gleich gerichtet sind. Für die Drehung ist er auch richtig, 
wenn auch nicht ganz so auf der Hand liegend. Der Beweis ergibt 
sich aus [378] und dem allgemeinen Momentensatze |216], der eine 
seltsame Ähnlichkeit mit unserem Satze hat. 

381. Daß er aber auch allgemein richtig ist, läßt sich wie folgt 
beweisen: Man gehe von v und v^ über auf die unendlich kleinen 
W&ge PQ = ds = vdt; P, Q, = dSj=Vjdt, ziehe QP^ = und i| P P, 
und zerlege ds,^P, Q, in dSj=P,Pj und ds3 = P,Q,. 

Dann ist die Projektion von d s, =i der 
Summe der Projektionen von dsj und ds,. 
Die Projektion von d s, verschwindet aber, da 
dSj, wenn es wirklich unendlich klein wird, 
auf QQ, oder QPj oder PP^ senkrecht 
steht. Und die Projektion von d s, ist 
gleich derjenigen von ds, da ds, und ds 
selbst gleich sind. 

Also ist die Projektion von ds auf 
PP, gleich der Projektion von ds, auf 
PPj. Dividiert man nun wieder durch dt, 
so folgt daher der zu beweisende Satz: 



'^f-'?'-' 




382, Man kann das Geschwindigkeits- 
gesetz auch rein analytisch wie folgt be- 
weisen: Es werde ein rechtwinkliges Koor- 
dinatensystem eingeführt. Der Punkt P sei: 

P (x, y, z) und der Punkt P, sei: P, (x,, y,, z,). Dann ist ihr Abstand 1 

nach |241] 



Fig. 77. 



1 = ^(x, - X)* + (y, - yy + (z, - z)» 
Differentiiert man diese Gleichung total mit der Maßgabe, daß 



1 konstant sein, also d 1 verschwinden soll, so ergibt sich : 



■ (dx,--dx) + 



Yi — y 



(dy,-dy) + ^ 



-(dz, — dz). 



Die drei Brüche sind [242| gleich den Kosinus der drei Richtungs- 
winkel a, ß, Y von 1. Die vorige Gleichung darf daher auch so 
geschrieben werden ; 

cos«dx-|-cos,:idy-|-cos;'dz = cosndX|-|-cos(!?d y, -|-cos;'dz,. 
dx, dy, dz sind die Komponenten von ds nach den Koordinaten- 
achsen. Also ist die linke Seite nach [248] die Projektion von ds 
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auf !. Ebenso ist die rechte Seite die Projektion von d s, auf 1. 
Der Satz ist bewiesen. 

383. Das Geschwindig-keitsgesetz |380] ist umkehrbar. Denn es 
stellt die Bedingung^ dar, daß die Entfernung'en zwischen sämtlichen 
Punkten unverändert bleiben; und wenn dies der Fall ist, so ändert 
eben der Körper weder Größe noch Gestalt 

So ist also das Geschwindig'keitsgfesetz der Kern, aus dem sich 
die g'anze Theorie der augenblicklichen BewegTingen starrer Körper 
entwickeln läßt, wie folgt : 

384. Beliebig- viele aug-enblickliche Bewegrungen eines starren 
Korpers ergeben durch Zusammensetzung wieder eine mögliche 
augenblickliche Bewegung desselben. 

Denn befolgen die gegebenen Bewegungen das Geschwindigkeits- 
gesetz, so ist es mit der zusammengesetzten Bewegung auch der Fall, 
da die Projektion der Resultante mit der geometrischen Summe der 
Projektionen der Komponenten übereinstimmt. 

385. Steht die Geschwindigkeit eines Punktes einer Geraden 
auf ihr senkrecht, so stehen die Geschwindigkeiten aller Punkte auf 
ihr senkrecht. Denn nach dem Geschwindigkeitsgesetz müssen alle 
Projektionen dieser Geschwindigkeiten auf die Gerade einander gleich 
sein ; verschwindet also eine, so verschwinden sie alle. 

Im besonderen: - Ist ein Punkt O des Körpers in augenblicklicher 
Ruhe, so steht die Geschwindigkeit jedes anderen Punktes P auf 
OP senkrecht. 

386. Augenblickliche Ruhe. Sind drei Punkte A, B, C eines Körpers, 
welche nicht in einer Geraden liegen, in augenblicklicher Ruhe, so 
ist jeder seiner Punkte, so ist also der Körper selbst in augenblick- 
licher Ruhe. 

Beweis : Man betrachte irgendeinen vierten Punkt P des Körpers 
der mit A^ B, C nicht in einer Ebene liegt. Seine Geschwindigkeit, 
wenn er solche hätte, müßte nach [385] auf PA, PB und PC 
senkrecht sein, was unmöglich ist, da diese drei Linien nicht in einer 
Ebene liegen. P igt also in Ruhe. Nimmt man aber einen Punkt Q in 
der Ebene A, B, C selbst, so füge man, was (auf unendlich viele Weisen) 
möglich ist, drei Punkte P„Pj,Pj hinzu, welche nicht mit Q in einer 
Ebene und auch nicht in der Ebene ABC liegefi. Da P[, P,, Pj wie 
eben gezeigt in Ruhe sind, muß es auch mit Q so sein. 

Der Satz ist übrigens eigentlich selbstverständlich, da bekanntlich 
die Lage eines starren Körpers durch die Lage von drei Punkten 
bestimmt ist, welche nicht in einer Geraden liegen. 
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3 87. Identische augenblickliche Bewegungeii. Der vorige Satz ist ein 
besonderer Fall des folg'enden allgfemeinen Satzes: Wenn drei Punkte 
ABC durch zwei augenblickliche BewegTing-ea die g-leichen Geschwin- 
dig-keiten (nach Größe und Richtung-) erhalten würden, so ist dies mit 
allen Punkten der Fall. Die augenblicklichen Bewegungen sind identisch. 

Beweis: Es seien I und II zwei solche Bewegungen. Man betrachte 
die Bewegung ( — II), d. h. diejenige Bewegung, welche aus H durch 
Umkehrung der Richtungen der Geschwindigkeiten hervorgehen würde. 
Dann werden durch Zusammensetzen von I und ( — II) die drei Punkte 
A, B, C, also nach [386] alle Punkte zur Ruhe gebracht. Es heben 
sich I und ( — H) auf, d. h. I und II sind identisch, 

388. Folgerung aus [387J. Stimmen die Geschwindigkeiten dreier 
nicht in einer Geraden liegenden Punkte A, B, C der Größe und 
Richtung nach miteinander überein, so ist die augenblickliche Be- 
wegung eine Translation, deren Geschwindigkeit diese Größe und 
Richtung hat. 

Denn durch diese Translation erhalten A, B und C die gegebene 
Geschwindigkeit und nach [387] ist keine zweite Bewegung, welche 
ihnen dieselbe Geschwindigkeit geben würde, mögUch. 

389. Femer: Sind zwei Punkte A und B des Körpers in augen- 
bhcklicber Ruhe, so ist die Bewegung identisch mit einer augen- 
blicklichen Drehung um AB als Achse. 

Beweis: Man betrachte irgendeinen dritten Punkt P, der nicht auf 
AB liegt, sondern den senkrechten Abstand r hat. Seine Geschwin- 
digkeit V muß nach [385J auf P A und P B, also auch auf der Ebene 
PA B senkrecht stehen; folglich gibt es nach [378] eine augenblick- 
liche Drehung um AB, durch welche P diese Geschwindigkeit v 
erhält. Da aber A und B auch ihre gegebenen Geschwindigkeiten 
(nämlich die Geschwindigkeiten Null) erhalten, so ist die gefundene 
Drehung mit der gesuchten Bewegung identisch. 

390. Die Zusammensetzunff von Translationen gibt stets wieder eine Trans- 
lation, deren Geschwindigkeit gleich der Resultante der Geschwindig- 
keiten der gegebenen Translationen ist 

Folgt unmittelbar aus dem Begriff der Translation und dem Begriff 
der Zusammensetzung von Bewegungen. Man darf also Translationen 
zusammensetzen und zerlegen, wie man Strecken zusammensetzt und 
zerlegt, nämlich nach den in § 9 erläuterten Prinzipien der geometri- 
schen Strecken lehre. 

391. Die Zusammensetzung von Drehungen nach Poinsot um zwei sich in 
einem Punkte O schneidende Achsen ergibt eine dritte augenblickliche 
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Drehung-, deren Achse auch durch O hindurchgeht und deren Winkel- 
g"eschwindig-keit die Resultante der gegebenen Winkelgeschwindig- 
keiten ist. 

Dieser Satz erscheint nicht so auf den ersten Blick einleuchtend 
wie der vorige; er ist auch erst von Poinsot entdeckt worden. Ein 
sehr einfacher Beweis ergibt sich, wenn man nach [378] die Bahn- 
geschwindigkeiten als Momente der Winkelgeschwindigkeiten ansieht 
und dann den Satz von Varignon [224| aus der Theorie der geo- 
metrischen Momente anwendet. 

Es seien namlicb w, und 1,, sowie w^ und 1, die gegebenen 
Winkelgeschwindigkeiten und Achsen, und zwar seien w, und tu, als 
Strecken vom Schnittpunkt O aus in 1, aus 1, abgetragen. Es sei 
femer m die resultierende Winkelgeschwindigkeit und 1 die durch O 
gehende Achse, in welcher sie liegt. Sodann werde ein beliebiger 
Punkt P im Räume angenommen, der durch die erste Drehung die 
Geschwindigkeit v, und durch die zweite Drehung die Geschwindig- 
keit V, erhalten möge. Endlich sei v die Resultante von v^ und Vj, 
welche von P aus abgetragen sei, wie v, und v,. Dann ist nach j378| 
V, das Moment von w, ; v, das Moment von w,. Also ist nach [224| 
auch V das Moment von w, d. h. v ist diejenige Geschwindigkeit, 
welche P durch die Drehung um I mit der Winkelgeschwindigkeit w 
erhalten würde. Der Satz ist bewiesen. 

392. Ausenbllcklicbe Bewegung um einen Punkt. Satz von Euler. Eine 
augenblickliche Bewegung eines Körpers um einen Punkt O kann 
nur eine augenblickliche Drehung um irgendeine durch O gehende 
Achse 1 sein. 

Beweis: Man bezeichne die Bewegung des Körpers mit I und 
die Geschwindigkeit, welche irgendein nicht mit O zusammenfallender 
Punkt P besitzt, mit v. Da v nach [385] auf OP senkrecht steht, 
gibt es eine augenbUckliche Drehung um eine zu v and OP senk- 
rechte Achse, durch welche P auch die Geschwindigkeit v erhält. 
Sie beiße IL 

Man denke sich I zerlegt in II und eine dritte Bewegung III. 
Dann entsteht HI durch Zusammensetzen von I mit (— 11). Da aber 
hierdurch auch P zur Ruhe kommt, so ist III eine Drehung um O P. 
Folglich entsteht I durch Zusammensetzung zweier Drehungen um 
zwei durch O gehende Achsen. Also ist nach [391| auch I eine 
Drehung um irgendeine durch O gehende Achse, w. z. b, w, 

393. Zerlegung In Translation und Drehung. Jede augenblickliche 
Bewegung eines starren Körpers kann zerlegt werden ic 
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eine TraDSlation und in eine Drehungf. Es ist dies sog^ar auf 
unendlich viele Arten mo^licb, da man es so einrichten kann, daß 
die Drehungsachse durch irgendeinen Punkt O des Körpers hin- 
durchgeht. 

Beweis: Man bezeichne die Geschwindigkeit von O mit v und 
zerlege die Bewegung — sie heiße I — in eine Translation — sie heiße 
II — mit der Geschwindigkeit v und in eine dritte Bewegung — sie 
heiße lü. Dann entsteht III durch Zusammensetzung von I und ( — II). 
Da aber I und ( — II) dem Punkte O entgegengesetzt gleiche Geschwin- 
digkeiten geben, so bleibt dieser Punkt durch HI in Ruhe, Also ist 
III nach [392] eine Drehung um eine durch O gehende Achse. 

I ist zerlegt in die Translation II und die Drehung IIL 

394. Zerlegung nach den Achsen eines Koordinatensystems. Macht man 
O zum Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems und 
zerlegt die Translation v nach den Achsen desselben in v,, Vj und 
V, und die Drehung ebenfalls [391] nach den Achsen in drei Drehungen, 
deren Winkelgeschwindigkeiten üblicherweise p, q, r heißen mögen, 
so ergibt sich: 

Die altgemeinste Bewegung eines starren Körpers kann in jedem 
Augenblick nach den Koordinatenachsen in sechs Komponenten zerlegt 
werden, nämlich : 

1. in drei Translationen längs den Achsen mit den beliebigen 
Geschwindigkeiten v,, Vy und v, ; 

2. in drei Drehungen um die Achsen mit den behebigen Geschwin- 
digkeiten p, q, r. 

Man sagt daher: Der vollkommen frei bewegliche starre Körper 
habe sechs Grade der Freiheit [425]. 

395. Drehungen um paraiieie Achsen ergeben durch Zusammensetzung 
wieder eine Drehung um eine dritte parallele Achse. Dabei ist es 
gleichgültig, ob die Winkelgeschwindigkeiten gleiche Richtung (bzw. 
die Drehungen gleichen .Sinn) oder entgegengesetzte Richtung haben. 
Nur dürfen im letzteren Falle die Winkelgeschwindigkeiten nicht ent- 
gegengesetzt gleich sein. 

Parallele Gerade schneiden sich, wie man sagt, in der Unend- 
lichkeit, d. h. sie sind ein Grenzfall sich schneidender Geraden, für 
welche der entsprechende Satz schon abgetan ist |391]- Dieser Grenz- 
fall soll aber hier herausgehoben werden, so daß er eines besonderen 
Beweises bedarf. 

396. Es mögen w, und to^ gleiche Richtung haben und (Fig. 7H> 
in der Ebene des Papiers liegen. Man nehme einen Punkt P zwischen 
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a) 



den Achsen an. Er erhält durch die erste Drehung eine Geschwin- 
digfkeit V, ^a,w, nach unten und durch die zweite Drehung eine 
Geschwindigkeit V, ^ a, w, nach oben. Beide heben sich auf, wenn: 
a, Wj = a, Wj, d. h. 
a, : a, = w, : w,. 
Ist diese Bedingung erfüllt, so bleibt P und t, 
mit ihm die ganze Gerade 1 in Ruhe. d. h. beide 
Drehungen ergeben zusammen eine dritte Drehung 
um die parallele Gerade L Die resultierende *^ . 
Winkel- Geschwindigkeit sei tu. Man betrachte 
einen Punkt Q auf I,. Durch w, erhält er gar keine 
(xeschwindigkeit, durch w, die Geschwindigkeit 
'"« (^ ~l~ a») ^'^^ durch w die Geschwindigkeit 
w-a^. Daher: 

W; - -[- ("t ■ (a, -|- Sj) = w . a,, 





- 


p 



Fig. 78. 



w = w, ■ — -J- (u,, also nach a) 

b) (u = w, -j- Wj. 

Man vergleiche hierzu |933] in § 38. "Welch merkwürdige Analogie! 

397. Sind w, und w, entgegengesetzt gerichtet, so bleibt sowohl 
die Proportion : 

a, : a, = Wj : w, 
als auch die Gleichung; 

bestehen. Aber 1 liegt zwar auch mit tj, und 
cuj in derselben Ebene, jedoch nicht zwischen 
ihnen, sondern jenseits der absolut größeren, 
etwa <u,. Außerdem ist (u, -|- tu, geometrisch 
oder algebraisch zu verstehen, etwa w, positiv, 
Wj negativ, so daß m^ -j-Wj im absoluten Sinne 
keine Summe, sondern eine Differenz ist. Ä.j 

398. Das Drehungspaar. Wenn aber w^ = — w, Fi;. 79. 
ist, so versagt die Konstruktion. Denn <a wird 

== und der Abstand der Geraden 1 wird unendlich. Es liegt offenbar 
t:in Grenzfaii vor, der besonders behandelt werden muß. 

Man nennt ihn ein Drehungspaar, das also, geometrisch betrachtet, 
nichts anderes bedeutet, als ein Streckenpaar (225]. Um sich deutlich 
zu machen, was an ihm ist, nehme man zunächst an, daß w^ -|- w, sehr 
klein, also der Abstand der Geraden 1 sehr groß sei. 
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Was aber wird aus eiuer Drehung-, wenn die Drehungsachse 
weiter und weiter entfernt ang-eitommen wird? Offenbar eine 
Translation ! 

399. Drehungspaar und Translation. Das Moment des Drebungspaares 
in bezug- auf irg^endeinen Punkt P ist nach [378] die Geschwindig- 
keit V. Aber dieses v ist konstant^ [226], d. h. es ist wirklich eine 
Translation entstanden. 

Umg-ekehrt; Jede Translation kann in ein Drebung-spaar verwandelt 
werden, das in einer zur Translationsgeschwindigkeit v senkrechten 
Ebene Hegt und dessen Moment mit v übereinstimmt. 

400. Umformuns eines Drehungspaares. Da es nach [399] nur auf 
das Moment des Drehungspaares ankommt, das geometrisch dargestellt 
wird durch den Flächeninhalt des aus den beiden Winkelgeschwin- 
digkeiten als Seiten gebildeten Parallelogramms [225], so ist klar, 
■daß man mit ihm die folgenden vier Umformungen machen kann: 

1. Verschiebung in der eigenen Ebene, 2, Drehung in der eigenen 
Ebene, 3. VergrÖßerong oder Verkleinerung der Winkelgeschwindig- 
keiten bei umgekehrt proportionaler Verkleinerung und Vergrößerung 
ihres Abstandes, 4. Verschiebung in irgendeine Parallelebene, 

Und immer bleibt das Drehungspaar ein und derselben augen- 
blicklichen Translation gleichwertig. Vgl. [939]. 

401. Allgemeinste Bewegung und Drehung. Wenn man so will, verliert 
also die Translation auf diese Weise ihren Charakter als Elementar- 
bewegung, da sie in zwei Drehungen zerlegbar ist Weil nun femer 
die allgemeinste Bewegung nach [393] in Translation und Drehung 
zerfällt, so folgt: 

Wie auch ein starrer Körper sich bewegen mag, so kann doch 
seine Bewegung in jedem Augenblick in Drehungen zerlegt werden. 

Nach diesem Satz erscheint die Drehung als die einzige Ele- 
mentarbewegung im dreidimensionalen Raum. Doch ist die ursprüng- 
liche Auffassung, daß Drehung und Translation Elementarbewegungen 
seien, auch berechtigt. Eine dritte Auffassung siehe [405], 

402. Zerlegung In iwel Drehungen. Irgendeine Bewegung sei zerlegt 
in eine Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit (j und in eine Trans- 
lation. Man verwandle letztere in ein Drehungspaar (w„ cuj) und 
richte es dabei nach [400] so ein, daß Wj und tu sich schneiden. Dann 
können diese beiden nach [391] zu einer Drehung w' vereinigt werden. 
Es bleiben dann nur zwei Drehungen w' und w,. Also : 

Jede augenblickliche Bewegung kann in zwei Drehungen zerlegt 
werden. Vgl. [946]. 
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Im allgemeinen sind die Achsen dieser beiden Drehung^eo wind- 
schief zueinander, so daß sie nicht zu einer einzig'en Drehung" vereinigt 
werden können. Aus dem Beweisverfahren geht hervor, daß die Zer- 
legung in zwei Drehungen sogar auf unendlich viele Arten möglich ist. 

403. Eine wesentliche Vereinfachung tritt ein, wenn die Trans- 
lation V auf der Drehungsachse w senkrecht steht. Dann nämlich ist 
letztere parallel zur Ebene des Drehungspaares (ü»„ (o,), so daß w nach 
[400] auch unmittelbar in dieser Ebene angenommen werden kann. 
Man richte es dann nach [400J femer so ein, daß w, entgegengesetzt 
gleich w ist und beide in dieselbe Achse fallen, d. h. einander aufheben. 
Es bleibt dann nur w, übrig. Also : 

Eine Drehung und eine zu ihrer Achse senkrechte Translation 
geben zusammen wieder eine Drehung um eine parallele Achse mit 
derselben Winkelgeschwindigkeit Vgl. [943j. 

404. Die Schraubenbewegung, der Satz von Chastes. Bildet die Trans- 
lation V mit der Drehung w einen beliebigen Winkel, so zerlege 
man erstere in eine Komponente v, senkrecht und eine Komponente 
\\ parallel zu it;. Mit lu und v, verfahre man nach [403]. Es bleibt 
dann übrig : Eine Drehung w, und eine Translation v,, deren Richtung 
parallel zur Drehungsachse ist. 

Daher nach [393]: 

Die allgemeinste Bewegung, welche ein starrer Körper ausführen 
kann, ist in jedem Augenblick eine Schraubenbewegung. 

Dies ist der Satz von Cbasles, nach welchem die Schrauben- 
bewegfung die eigentlichste Elementarbewegung starrer Körper ist. 
Vgl. [944J. Translation und Drehung sind ihre beiden Grenzfälle, die 
entstehen, wenn entweder die Winkelgeschwindigkeit verschwindet 
(^unendlich steile Schraube), oder wenn die Translationsgeschwindigkeit 
verschwindet (unendlich flache Schraube). 

405. Der Aufstieg vom ein- zum zwei- und zum dreidimensionalen 
Raum geht also in der Phoronomie starrer Körper so vor sich: Im 
eindimensionalen Raum, d. h. in einer Geraden ist nur Verschiebung, 
d, h. Translation nach zwei entgegengesetzten Richtungen, möglich. 
Drehungen existieren nicht. Im zweidimensionalen Raum, d, h. in 
einer Ebene, ist nur Drehung in zwei verschiedenen Sinnen um be- 
liebige Punkte möglich. Translationen erscheinen als Grenzfälle, 
nämlich als Drehungen um unendlich ferne Punkte der Ebene. Im 
dreidimensionalen Raum ist nur Schraubenbewegung in zwei ver- 
schiedenen Zuordnungen möglich (rechtsgängige und linksgängige 
Schrauben um Achsen). Drehungen und Translationen erscheinen 
als Grenzfälle. 
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406. Aus dem Chasles'schen Satz, der übrigens deo Euler'schen 
Satz als besonderen Fall einschließt, erg-ebeo sich manche einfache 
Folgerung-en, z. B.; 

1. Alle Punkte, deren Geschwindigkeiten der Große und Richtung 
nach übereinstimmen, liegen auf einer Parallelen zur Schraubenachse. 

2. Alle Geschwindigkeiten haben auf die Schraubenachse gleiche 
Projektionen, welche mit der Translationsgeschwindigkeit überein- 
stimmen. 

3. Im allgemeinen ist kein Punkt in augenblicklicher Ruhe, selbst 
wenn man den Körper unbegrenzt erweitert denkt [376J. 

4. Punkte auf der Schraubenachse nehmen hur an der Translation 
teil. Sie verschieben sich in der Schraubenachse. Alle anderen 
Punkte bewegen sich schräg zur Schraubenachse in einer zum Abstand 
von ihr senkrechten Richtung. Ist der Abstand sehr groß, so über- 
wiegt die der Drehung entsprechende, zur Schraubenachse senkrechte 
Geschwindigkeit die Trans lationsgeschwindtgkeit. Die Winkel, welche 
die Geschwindigkeiten mit der Achse bilden, nähern sich daher un- 
begrenzt dem rechten Winkel. 



§ 19. Die Bewegung eines starren Körpers (Schluß). 

407. Das Rollen. Im vorigen Paragraph ist nur der augen- 
blickliche Bewegungszustand eines bewegten starren Körpers unter- 
sucht worden; jetzt aber sollen Bewegungen von beliebig langer 
Dauer vorausgesetzt werden. 

Einfache und allbekannte Vorbilder sind: Die gleichmäßige Drehung 
um einen festen Punkt oder eine feste Achse, die gleichmäßige Trans- 
lation nach unveränderlicher Richtung und die gleichmäßige Schrauben- 
bewegung. Zu ihnen tritt aber noch eine vierte uns wohl vertraute 
Bewegungsform, das Rollen {oder Wälzen). 

Das rollende Rad, die rollende Kugel, die rollende Walze sind 
die bekanntesten Beispiele. Trotzdem soll hier aus anderen Gründen 
[413] hauptsächlich das Rollen eines Kegels auf einem anderen Kegel 
betrachtet werden, das man auch kurz als Kegelbewegiong bezeichnen 
kann. 

408. Die Kegelbewegung. Die Kegel, die man sich (indem jede 
Kante über die Spitze nach der anderen Seite verlängert wird) als 
„Doppelkegel"' denken kann, mögen zunächst Kreiskegel sein. Der 
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Keg-ei II rolle „auf", oder „in" oder „um I herum". Fig. 80a, b, c. 
Beide Kegel denke man sich etwa als die Oberflächeo starrer Körper, 
von denen der erste ruht, unbeweglich ist und der zweite eben die 
Bewegung macht, welche man ,.RolleQ'' nennt. 

Die wesentlichen Merkmale des Rollens sind aber: 1) II bewegt 
sich so, daß die Kegel stets längs einer Kante in Berührung sind und 
daß die Spitzen stets zusammenfallen. 2) Linien oder Flächen auf den 
Mänteln der beiden Kegel, welche sich wahrend der Bewegung all- 
mälig Punkt für Punkt decken, haben gleiche Länge oder gleichen 
Inhalt. 

Schneidet man z. B. die Kegel durch Kreise so ab, daß die Kanten 
gleiche Länge haben, so müssen nach 2) entsprechende Kreisbögen 
einander gleich sein. 

409. Das Rollen zusammenflesetzt aus zwei Drehungen. Offenbar kann 
das Rollen aufgelöst werden in eine Drehung von II um die Achse A 
des Kegels I (die dann mit II starr verbunden gedacht werden muß 
(376]) und in eine Drehung von II um die eigene Kegelachse B. 

Durch die erste Drehung wird H um I herumgeführt. Wäre sie 
allein vorhanden, so würde stets dieselbe Kante von II Berührungs- 
kante bleiben. II würde nicht auf I rollen, sondern nur gleiten. 

Bei der zweiten Drehung dreht sich 11 in sich selbst. Wäre sie 
iillein vorhanden, so würde stets dieselbe Kante von I Berührungs- 
kante bleiben. II würde nicht auf I rollen, sondern beständig an 
derselben Kante von I vorbei gleiten. 

Es sind also beide Drehungen nötig, und ihre Winkelgeschwindig- 
keiten werden sogar in einem 
ganz bestimmten Verhältnis 
stehen müssen, weil sonst eine 
Mischung von Rollen und Gleiten 
eintreten würde. 

410. II rolle auf I außen 
herum (Fig. 80 a). Es seien w, und 
Wj die Winkelgeschwindigkeiten 
der Drehungen um A und B, 
also : 

_ d y _ d i/' 



dt' 



dt' 



Nach [408] soll ds = ds,, d. h. 
gd'/=p, dt/) sein. Daher: 
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d f/- : d 1^ = ft : e 


oder auch, dap^ 


-OPsin«, p, = OPsin^ ist: 




d 7) : d (// = sin jS : sin a 


und somit auch: 






w -w -sind-sino-^— ■— ^ 
' ■ * sin tr ■ sin ^ ' 



d. h. die Winkelgeschwindigflteiten müssen sich verhalten umg-ekehrt 
wie die Sinus der Offnungswinkel der Kegel. 

411. Berihrungskante als augenblickliclK Drehungsachse. Trägt man 
w, und w, als Strecken in den Achsen A und B auf und konstruiert 
ihre Resultante, so erhält man nach dem Satz von Poinsot [391] Achse 
und Winkelgeschwindigkeit w derjenigen Drehung, welche in dem be- 
trachteten Augenblicke beide Drehungen, also das Rollen ersetzt. 

Nach dem Sinussatz teilt daher oi den Winkel zwischen w^ und 
CO,, d. h. den Winkel a'\-ß zwischen A und B so, daS die Sinus der 
Teile sich umgekehrt wie ta^ und tu,, also direkt wie sino und sin|tf 
verhalten. Nun teilt aber die augenbhckliche Berührungskante OP 
in dem geforderten Verhältnis, und da ea unmöglich ist, daß zwei ver- 
schiedene Gerade denselben Winkel in demselben Sinusverhältnis 
teilen, so folgt: 





Kig. 80 c. 

Die Achse, um welche der Kegel It sich beim Rollen augen- 
blicklich dreht, fällt mit der augenblicklichen Berührungskante zu- 
sammen. 

Dies leuchtet aber auch wohl ohne den eben geführten strengen 
Beweis ein. Es ist ohne jeden Zweifel klar: Längs der Berührungs- 
kante herrscht Ruhe, allerdings nur ^ augenblicklich". Also ist die 
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Beruh nin^kante diejenig-e Gerade, um welche sich II beim Rollen 
„aug^enblicklich* dreht. 

412. Rollt II innerhalb I, Fig-. 80 b, was nur mögfüch ist, wenn 
,i<Ca, so wird der Beweis g'anz ebenso g^eführt. Nur erscheinen die 
Drehungen um A und B jetzt im entgegengesetzten Sinne, während 
sie vorhin gleichen Sinn hatten. Außerdem ist w, < w,. 

Rollt aber II um I herum, dabei I einschließend (Fig. 80 c), was 
nur möglich ist wenn ß'>u, so ändert sich auch an dem Beweis nichts 
wesentliches. Die Drehungen um A und B erscheinen auch im ent- 
g-egengesetzten Sinne. Es ist indessen jetzt w, > w^. 

413. Allgemeinste Kegelbewegung nach Poinsot Es steht nichts im 
Wege, das Kegelrollen ganz zu verallgemeinern, indem man erstens 
für die Kreiskegel irgend zwei Kegel nimmt, von denen der eine auf 
dem anderen rollt und zweitens die Geschwindigkeit des Rollens als 
beliebig veränderlich betrachtet. 

Diese beiden Kegel brauchen durchaus nicht Oberflächen wirk- 
licher Körper zu sein; man kann sie auch einführen als rein geo- 
metrische Gebilde, von denen das eine im Rauni^mht, während das 
andere in dem bewegten Körper fest ist und ihn beim Rollen mit 
-sich führt Alsdann ist eben nur der Körper wirklich da, während 
die beiden Kegel erst hinterher hinzugedacht werden, um die Art 
seiner Bewegung phoronomisch auf die einfachste Weise zu beschreiben. 

414. Bewegung um einen festen Punkt. Die entscheidende Haupt- 
sache hierbei ist aber, daß man so nicht nur unendlich viele, sondern 
alle möglichen Bewegungen eines starren Körpers um einen Punkt 
darstellen kann. Denn eine augenblickliche Drehungsachse muß nach 
[392] immer vorhanden sein, also müssen die Geraden im Raum, mit 
denen sie nach und nach zusammenfällt, einen Kegel I, und die 
Geraden im Körper, mit denen sie nach und nach zusammenfällt, einen 
Kegel II bilden. 

Nun sollen durch die fortwährend veränderliche Drehung die so 
zusammengehörigen Kanten der beiden Kegel in dem betreffenden 
Augenblick zusammengebracht werden, d, h. der Kegel II muß auf 
Kegel I rollen. Also: 

Die allgemeinste Bewegung, welche ein Körper überhaupt um 
einen festen Punkt ausführen kann, ist phoronomisch dasselbe, wie das 
Rollen eines mit dem Körper starr verbunden gedachten Kegels II 
auf einem im Raum ruhend gedachten Kegel I. 

Da dieser Satz von Poinsot herrührt, so nennt man die beiden 
Kegel, welche im allgemeinen, wie gesagt, nur hinzugedacht werden. 
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auch wohl die Poinsotkegel. Der eine I ist im Raum, der andere 
II ist im Körper fest. 

416. Bisher ist anE^enommen worden, daß ein Punkt O des Körpers 
sich nicht bewege, daß er ruhe oder „fest" sei. Diese Voraussetzung- 
stimmt aber nach [406] im allg-emeinen für keinen Punkt, nicht einmal 
für nur einen Aug-enbhck. Man muß dann, um zu den Poinsotkeg^eln 
zu gelangen, nach [393] folgendermaßen verfahren. 

Man nehme in [393] für den Punkt O während der ganzen Be- 
wegung ein und denselben Punkt des Körpers {z. B. den Schwerpunkt), 
so zerfällt die augenblickliche Bewegung in eine Translation, deren 
Geschwindigkeit mit der Geschwindigkeit von O übereinstimmt, und 
in eine augenblickliche Drehung um O. Also: 

Die allgemeinste Bewegung eines starren Körpers besteht in einer 
beliebigen Bewegung eines seiner Punkte O (Schwerpunkt) und in 
einer Kegelbewegung derart, daß ein mit dem Körper starr ver- 
bundener Kegel II mit O als Spitze auf einem Kegel I rollt, der dabei 
parallel zu sich selbst im Raum so fortgeführt wird, daß seine Spitze 
beständig mit O zusammenfällL 

Oder auch in aller Kürze: Die Bewegung wird aufgelöst in eine 
Bewegung des Schwerpunktes und eine Bewegung um den Schwer- 
punkt. So pflegt die rationelle Mechanik zu verfahren in Ansehung 
der Schwerpunktsätze. § 25. 

416. Man kann aber auch die Bewegung im allgemeinsten Falle nach 
dem Satze von Chasles [404] betrachten als eine stetig veränderliche 
Schraubenbewegung, bei der Schraubenachse, Winkelgeschwindigkeit 
und Translationsgeschwindigkeit von Augenblick zu Augenblick durch 
die unmerklichsten Übergänge sich verändern. 

An Stelle der Poinsot- Kegel treten dann zwei allgemeine Regel- 
flachen (d. h. Flächen, die durch stetige Bewegung einer geraden Linie 
entstehen); eine I, welche im Raum ruht, und eine II, welche mit 
dem Körper starr verbunden ist und sich mit ihm mitbewegt. Aber 
n rollt dann nicht nur auf I, sondern gleitet auch an I entlang in der 
Richtung der augenblicklichen Berührungskante. 

417. Pendeln und Schaukeln. Es sind noch einige Grenzfälle der 
Kegelbewegung zu erläutern, die häufig genug vorkommen. Schrumpft 
der eine der beiden Kegel oder schrumpfen beide zu einer mathe- 
matischen Linie zusammen, so geht das Kegelrollen wieder in eine 
Drehung um eine feste Achse über, die gleichförmig oder ungleich- 
förmig sein kann, je nachdem w konstant oder veränderlich ist. 

Kehrt lu abwechselnd seine Richtung um, so geht das Drehen in 
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ein Pendeln über, wie wir es unzählig-emal am Uhrpende! g-esehen 
haben. Ihpi entspricht im allgemeinen Falle ein Schaukeln, wenn der 
Kegel II bald hin-, bald zurückrollt. 

418. Wenn der Kegel II zwar nicht mathematisch genau zu einer 
Geraden wird, aber doch äußerst spitz bleibt, so scheint es, als ob der 
Körper sich um eine unveränderliche Achse drehe, die dabei ver- 
hältnismäßig langsam einen Kegel im Raum beschreibt, nämlich den 
Kegel I. 

Man kann dies leicht an einem gewöhnlichen Kreisel sehen, dessen 
Spitze sich etwas in Sand eingebohrt hat, aber noch besser an einem 
in sehr schnelle Umdrehung versetzten Präzisionskreisel, wie er in 
physikalischen Experimental vortragen gezeigt wird. Es ist unmöglich, 
zu bemerken, daß die augenblickliche Drehungsachse stets äußerst 
wenig von der Symmetrieachse abweicht. Erst die langsam fort- 
schreitende Kegelbewegung belehrt eines besseren. 

Denn wenn die Drehungsachse ihre Lage im Körper schlechter- 
dings nicht ändern wurde, so müßte auch ihre Lage im Raum stets 
dieselbe bleiben. Wird also im Raum ein Kegel I beschrieben, so 
muß im Körper ein Kegel II beschrieben werden, mag er so spitz 
sein, wie er wolle. 

419. Prizesslon der Erdachss. Ein klassisches Beispiel hierfür ist 
die mit der täglichen Drehung der Erde verbundene, sich erst in rund 
36 000 Jahren einmal vollendende luni-solare Präzession, welche im 
großen und ganzen so vor sich geht: 

I ist ein Kreiskegel, dessen Achse auf der Ekliptik senkrecht 
stehL Sein Öffnungswinkel a ist gleich der Schiefe der Ekliptik, gleich 
23'/,"; II Jat auch ein Kreiskegel, der in I beramroUt {also Fig. 80 b); 
aber er ist so spitz, daß es eben rund 26 000 Jahre dauert, ehe er 
einmal um I (den Präzessionskege!) ganz herum ist. 

Wie äußerst klein hiernach sein Öfinungswinkel ß ist, zeigt folgende 
Rechnung. Da das Jahr 365 Tage hat, muß II 365 • 26 000 = 9 490 000 
ganze Umdrehungen machen, d, h. ebenso oft in I sich abrollen, ehe 
1 einmal überstrichen ist; dahert 

p . .^ 810 23 '/," 

^' 9 490 000' ' 9 490'00Ö' 

ß = 0,00 000 004 202 = 0,00 866". 

Setzt man 0P = Erdradius, so wird p, = 0,267 m ; d, h. der augen- 
blickliche Pol beschreibt täglich um den mittleren Pol einen Kreis 
von zwei bis drei Dezimeter Radius. 

nilobek, Orandlagim d« Haohulk. 
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420. NuUtionen der Erdachse. Dies ist, wie gesagt, nur im großen 
und ganzen richtig, wie Theorie und Messung übereinstimmend dartun. 
Der angegebene Wert von ß ist nur ein Durchscbnittsweit, weil die 
Präzession je nach Stellung der Erde zu Mond und Sonne {erst kommt 
der Mond [1013]) bald rascher, bald langsamer fortschreitet, ja manch- 
mal sogar auf wenige Tage umkehrt (II rollt dann nicht innen, sondern 
außen). 

Femer: I, der Präzessionskegel, hat wellenartige Ausbuchtung'en. 
Der Kreis ist also nur die Grundfigur, von der sich die wirkliche Linie 
in schlangenartigen Windungen bald nach innen, bald nach außen 
entfernt. Es sind, wie man sagt, „Schwankungen", „Nutationen" vor- 
handen, deren größte einst Bradley entdeckt hat, Sie kehrt alle 19 
Jahre wieder (Periode der Mondknoten). 

Aber auch sonst weicht der Präzessionskegel sehr erheblich von 
einem Kreiskegel ab. 

421. Konische Pendelungen der fieschosse. Die Drehung- um die 
Längsachse, welche die Geschosse durch den Drall erhalten haben, 
verwandelt sich durch den Luftwiderstand in eine Kegelbewegung, die 
auch zum Fall [418] gehört, obgleich der kleine Winkel [i wahr- 
scheinlich schon riesengroß gegen das vorige (^ wird. Der Präzessions- 
kegel I wird also auch nur recht langsam durchlaufen. 

Doch über seine Gestalt hat sich bisher weder durch Theorie, 
noch durch Versuche bestimmtes feststellen lassen, weil einerseits zur 
Berechnung des Drehungsmomentes des Luftwiderstandes Annahmen 
nötig sind, die man bisher noch nicht hat prüfen können und anderer- 
seits Momentphotographien noch verschiedene Deutungen zulassen. 
Wahrscheinlich sind auch größere und kleinere Nutationen vorhanden. 

422. Rollende ZylinderflSchen. Ein anderer Grenzfall der Kegel- 
bewegung entsteht, wenn sich die Spitze unbegrenzt weit entfernt. 
Die Kegel werden dann zu Zylindern, von denen der eine auf dem 
anderen rollt. 

Nimmt man einen Schnitt senkrecht zu den Kanten, so entsteht 
das Rollen einer ebenen Kurve auf einer anderen als phoronomische 
Darstellung der allgemeinsten Bewegung eines ebenen Gebildes in 
seiner eigenen Ebene. 

Man denke an das rollende Rad als einfachstes Beispiel. Der 
augenblickliche Berührungspunkt ist zugleich augenblicklicher Ruhe- 
punkt oder Pol, Und die augenblickliche Geschwindigkeit jedes 
anderen Punktes ist dem Abstand vom Pol proportional und senkrecht 
zu ihm. 
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423. Koordinatensysiem statt Körper, Von Gestalt und Größe des 
bewegten starren Körpers ist sowohl in diesem, wie in dem vorig-en 
Paragraphen nur sehr wenig die Rede gewesen, weil man ihn sich 
[376J beliebig vergrößert denken kann. Sie werden aber am nach- 
drücklichsten verleugnet, wenn man den Körper ersetzt denkt durch 
ein rein geometrisches, mit ihm starr verbundenes Gebilde. 

Die analytische Mechanik nimmt hierfür meist ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt stets mit demselben Punkt 
des Körpers {Schwerpunkt) zusammenfällt und dessen Achsen stets 
durch dieselben Geraden im Körper gebildet werden. Dieses Koor- 
dinatensystem ist also im Korper fest und ersetzt ihn für die phoro- 
nomische Beschreibung der Bewegung durchaus. Es sei das System 
II der x', y', z'. 

424. Bewegung eines Koordinatensystems gegen ein anderes. Das so er- 
läuterte Koordinatensystem ist also beweglich wie der Körper, den 
es ersetzen soll. Selbstverständlich wird man neben ihm das im Raum 
ruhende oder im Räume feste Koordinatensystem beibehalten. Es sei 
das System I der x, y, z. 

Damit ist die analytische Grundlage für die Theorie der Bewegung 
starrer Körper gewonnen. Zwei Koordinatensysteme, eines das „im 
Raum ruht-*, und eines, das „im Körper ruht", d. h, starr mit ihm ver- 
bunden ist und sich mit ihm bewegt, mehr braucht man nicht! 

425. Sechs firade der Freiheit. Die Lage eines Koordinatensystems 
gegen ein anderes wird nach [270] durch sechs voneinander unab- 
hängige Größen: 

' a, b, c, (f, ö, \p 

bestimmt, deren Bedeutung dort angegeben worden ist. Bewegt sich 
II, so ändern sich also diese sechs Größen, sie werden Funktionen der 
Zeit. Und umgekehrt: Setzt man sie gleich beliebig gegebenen 
Funktionen der Zeit, so wird eine beliebige Bewegung eines starren 
Körpers beschrieben. 

Es ist hier die zweite Gelegenheit, zu bemerken, daß der voll- 
kommen frei bewegliche starre Körper sechs Grade der Freiheit 
besitze [394]. 

426. Daß es gerade die sechs eben angegebenen Größen sein 
müßten, ist durchaus nicht behauptet. Es könnten auch sechs andere 
sein, als deren Vertreter. Aber sechs müssen es sein, wie sich auch 
folgendermaßen zeigen läßt: 

Die Lage eines starren Körpers ist durch die Lage von drei nicht 
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in einer Creraden Heg'endeo Punkten bestimmt Konnten sie sich un- 
abhängig' voneinander beweg-en, so wären ihre 3X3 = 9 Koordinaten 
in bezug^ auf I willkürlich. Doch es sind drei Bedingungen zu er- 
füllen, nämlich, daß ihre drei Entfernungen sich nicht ändern dürfen. 
Folglich bleiben 9 — 3 = 6 voneinander unabhängige Größen zur 
Bestimmung der Lage eines starren Körpers, q. e. d. 

427. Die Bahnen der Punkte des Körpers. Mit den sechs Größen 
[426] sind zugleich die neun Koeffizienten der Koordinatentrans- 
formation von I auf II (oder umgekehrt) bestimmt [270]. Aus ihnen 
ergibt sich ein letztes, was bisher noch nicht betrachtet worden ist, 
nämlich die Gesamtheit der Bewegungen der Punkte des Körpers. 

Es sei P ein solcher Punkt, über den doppelt Buch geführt wird, 
im System I, wo er P (s, y, z), und im System II, wo er P (x', y', z) 
heißen möge. Dann sind x', y', z' für denselben Punkt P geg'ebene 
Größen; aber x, y, z werden Funktionen der Zeit, durch welche 
nach [290] die drei Bewegungsgleichungen bestimmt werden. 

So aufgefaßt, ergeben die Transformationsforuieln [270] unmittel- 
bar die Gesamtheit der Bewegungen aller Punkte des Körpers. Denn 
links stehen die Koordinaten in bezug^ auf I, und rechts stehen gre- 
gebene Funktionen der Zeit, da x', y', z', wie gesagt, für denselben 
Punkt äea Körpers konstant und die zwölf Koeffizienten durch: 

a, b, c, «jp, d, 
bestimmt sind. Mit der Ermittelung dieser sechs Größen ist also im 
gegebenen Falle das Bewegungsproblem erschöpfend gelöst. 

428. Daraus ergibt sich, daß man die Transformationsformeln [270] 
auch als Ausgangspunkt benutzen kann, um die phoronomische 
Theorie der Bewegung starrer Körper bis ins kleinste auszuarbeiten 
und zunächst die bisherigen Ergebnisse auch rein analytisch zu ge- 
winnen. 

Darauf ist aber hier verzichtet worden, wie auf so vieles andere 
aus diesem außerordentlich weiten Gebiet, dessen ausführliche Dar- 
stellung leicht den dreifachen Umfang dieses Buches einnehmen könnte. 

Dies ist auch wohl erklärlich, denn Lage und Bewegung^ der 
starren Körper sind vorbildlich für Lage und Bewegung überhaupt. 
Mehr noch! An den starren Körpern allein kann sich Raumanschauung 
bilden. Ohne sie gäbe es keine Geometrie. 



Dignz.dby Google 



§ 20. Die Deformatian. 



§ 20. Die Deformation. 

429. Dilatationen. Die elementarsten Hilfsbegriffe der Deformation, 
d. h. der stetig^en und insbesondere der gleichförmig^en oder, wie man 
sagt, affinen Deformation sind sowohl auf feste, wie flüssig-e, wie luft- 
fÖrmige Körper anwendbar. Sie sollen sich nicht auf den Bewegungs- 
vorgang beziehen, der die Deformation zur Folge gehabt hat, sondern 
ausschließlich auf die geschehene Deformation selbst. Hierzu werden 
Winkel, Längen, Flächen, Volumina vor und nach derselben verglichen, 
um die Abweichungen, die sog. Dilatationen, festzustellen. 

430. Spezitische LingcnSnderung. Es seien A und B irgend zwei 
Punkte des Körpers vor, A, und B, dieselben beiden Punkte nach 
der Deformation, also \B, — A B = 1, — 1= (I + A 1) — ' = A ' "ü« ^'°- 
getretene Änderung des Abstandes. Dann heißt der Bruch: 

die zugehörige spezifische lÄngenänderung. 

i. ist positiv bei einer Dehnung oder 
Verlängerung, negativ bei einer Zu- A l B 

sammenziehung oder Verkürzung. Bei ' ' 

gleichförmiger Dilatation hat k für alle in 1 . 

derselben Geraden liegende Strecken den- -^t l*Al Bi 

selben Wert Fig. 81. 

Die Umkehrung : 

Al = ^l 

sagt aus : Die Längenänderung einer Strecke ist gleich dem Produkt 
aus ihrer ursprünglichen Länge und der spezifischen Längenänderung. 

431. Die affine Deformation. Die gleichförmige Längenänderung 
kann zur allgemeinen affinen Deformation erweitert werden, wobei 
verschiedene Definitionen möglich sind. Kine der einfachsten ist 
folgende : 

Erklärung: Eine Deformation heißt affin, wenn Mitte stets 
Mitte bleibt Sind A, B. C drei Punkte vor und A,, B„ C[ dieselben 
drei Punkte nach der Deformation und ist B Mitte von AC, so soll 
B, auch Mitte von A, C, sein. 

Der Einfachheit wegen werden hier zuerst nur ebene, keine 
räumlichen Gebilde betrachtet werden. 

432. Kollinearität. Aus der eben gegebenen Erklärung folgt; 

i. Ist eine Deformation affin, so ist sie auch koUinear, d. h. eine 
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Linie, die ursprünglich g-erade war, bleibt gerade. (Die Umkehrung* 

wäre aber falsch, denn kollinear ist allg-emelner als affin.) 

2. Die spezi&sche Verlängening- i. hat für alle Strecken einer 

gegebenen Geraden denselben Wert. Denn Strecken, die auf ihr 

vorher gleich lang waren, bleiben gleich lang. 

„ A D 3. Aus einem Parallelogramin wird 

*:; — 7»^ wieder ein Parallelogramm. Denn im Pa- 

/ ^><fy ! rallelogramm halbieren sich die Diagonalen, 

. 9 i i'' —i* und umgekehrt, wenn sich die Diagonalen 

" ■" halbieren, so ist das Viereck ein Paralle- 

Fig. 83. , 

* logramm. 

4. Parallele Gerade g und g* bleiben parallel, und A hat für sie 
einen und denselben Wert. Folgt unmittelbar aus 3. 

433. Ferner ergibt sich : 

5. Zwei Parallelogramme, die ursprünglich gleichen Flächeninhalt 
hatten, sind auch nach der Deformation inhaltsgleich. Denn verwandelt 
man durch Anwendung der Schiebung [202] das eine der ursprüng- 
lichen Parallelogramme in das andere, so machen die deformierten 
Parallelogramme entsprechende Schiebungen durch. 

6. Zwei Dreiecke, die ursprünglich iobattsgleich waren, sind auch 
nach der Deformation inhaltsgleich. Denn man ergänze sie zu doppelt 
so großen Parallelogrammen. 

7. Irgend zwei Flächen, die ursprünglich inhaltsgleich waren, 
bleiben inhaltsgleich. Denn werden sie von geradlinigen Strecken 
begrenzt, so zerlege man sie in Dreiecke (was immer möglich ist). 
Werden sie aber von krummen Linien begrenzt, so betrachte man 
diese als Polygone mit unendlich vielen unendlich kleinen Seiten. 

434, DIfl spezitische FlSdienänderunn. Hieraus folgt unmittelbar, daß 
das Verhältniß F : F, des Flächeninhaltes vor und nach der Deformation 
für alle Flächen in dem ebenen Gebilde denselben Wert hat. Mit 
anderen Worten: 

Es gibt nur eine spezifische Flächeodilatation : 
„^ F.-F ^ (F + AF)-F ^AF 
'' F F F ■ 

Ist (i positiv, so sind die Flächen größer geworden, ist /i negativ, 
so kleiner. Ist aber ^t = 0, so ändern die Flächen durch die Defor- 
mation zwar ihre Gestalt, aber nicht ihren Inhalt. 

Übrigens : Solange das ebene Gebilde in seiner Ebene bleibt, 
muß trotz der Flächendilatatton der Möbius'sche Umlaufssinn [198] 
derselbe bleiben. Denn da die Deformation allmälig entstanden ist, 
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SO müßte ein plötzlicher Wechsel des UmlaufssiDDes eing-etreten sein, 
was der Stetigkeit gänzlich entgegen wäre. 

435. Konsiruktlon einer afflMn Deformation. Soll ein gegebenes ParaU 
lelogramm AB CD in irgendein anderes gegebenes Parallelogramm 
A, B, C, D, deformiert werden, so ziehe man etwa durch P die Paral- 
lelen zu 1 und l„ bestimme so Q und R, übertrage dann diese Punkte 
g'emäß den Längendilatationen : 

j^l.-l_Al r_i;-l'_A]: 

oach Q, und R, und 
suche dann durch 
Ziehen der Paral- 
lelen zu I, und I', den 
Punkt P, auf. Er 

entspricht dem 
Punkt P. 

In der Tat zeigen 
die Proportionali- 
tätssätze der Elementargeometrie ohne Schwierigkeit, daß die Affinitäts- 
bedingung [431] erfüllt ist 

436. Wlnkeländenina oder Venerrung. Aus [435] folgt sofort, daß 
<iuch die Winkel Änderungen erleiden können, da es möglich ist, 
dem beliebigen Winkel er den beliebigen Winkel a, entsprechen 
zu lassen. 

Nach [432] werden Winkel mit parallelen Schenkeln in Winke 
mit parallelen Schenkeln deformiert. Und hieraus ergibt sich, daß 
zwar ein beliebig gegebenes Polygon im allgemeinen nach der Defor- 
mation eine andere Gestalt angenommen hat, daß aber doch zwei 
ursprünglich ähnliche Polygone mit parallelen Seiten auch nach der 
Deformation ähnlich bleiben und parallele Seiten haben. 

437. Die DetormatJonselllpSC ist eine Ellipse welche ursprünglich ein 
Kreis war. Daß aber wirklich aus einem Kreise eine Ellipse wird, 
mag hier ohne Beweis als richtig angenommen werden; ebenso wie 
der Satz, daß senkrechten Durchmessern des Kreises konjugierte 
Durchmesser der Ellipse entsprechen. 

Es sind die zugehörigen Entwicklungen aus Lehrbüchern der 
Geometrie zu ergänzen. 

438. Die Hauptdilatatlonen. Die Hauptachsen A, B, = 2 a und 
C, D, = 2 b sind auch einander konjugiert und waren also ebenfalls 
senkrechte Durchmesser AB und CD des Kreises gewesen. Da 
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A,B, der größte und C, Dj der kleinste aller Durchmesser der Ellipse 
sind, so erg'ibt sich, dalS AB die größte und CD die kleinste spezifische 
Längendllatation erlitten haben. 

' r ^ r 
[a = r(l + U b = r(I + ^)]. 
In Fig. 84 ist ^, positiv, A, negativ. Die eine Hauptdüatation ist 
Dehnung, die andere Zusammenziehung. 

439. HaupMIIatatlonen und nichendilatatlon. Die Fläche des Kreises 
ist: F = ?rr' und der Ellipse ist: F, = ?iab = 7rr*(i + A,)(l4-Jl,). Daher 
ist die Flächendilatation, welche nach [434] überhaupt nur einen 
Wert hat: 



'' = ^V^=('+^)(i+^)- 



= k^^}^~l,l^. 





Fig. »Ib 

Ist die Deformation nur gering, wie man in der Elastizitätslehre 
meist annimmt, so kann i, A, gegen >Li + A, fortgelassen werden (als 
Große zweiter Ordnung). Man erhält dann: 

Die Flächendilatation ist gleich der Summe der beiden Haupt- 
dilatationen. 

440. Die grfiHte WinkelSndening. Die Hauptachsen AB und CD als 
Vertreter aller zu ihnen parallelen Richtungen sind die einzig-en 
Durchmesser, welche zueinander senkrecht geblieben sind, Ihr Winkel 
hat sich nicht geändert. Dagegen haben diejenigen beiden senkrechten 
Durchmesser des Kreises gegeneinander die größte Winkeländerung- 
erfahren, welche die Winkel zwischen AB und CD halbieren. 
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Man nehme den stumpfen Winkel zwischen den entsprechenden 
gfleich langen Durchmessern der Ellipse (nicht gezeichnet) und 
bezeichne ihn mit 2 1/"- Dann ist die größte Winkelverzerning = 
2 1/» — 90" = 2 (t/- — 45"). 

igv — i_ä — ^ _ K — K 



Es ist: 



tg^ = -Sr = T 



tg(V-45'') = 



"tgt/'+l a + b 2 + K.+V 
Ist die Deformation wieder sehr klein, so kann statt der Tangente 
der Winkel selbst {als arcus) gesetzt werden. Wird dann noch i.^ -^X. 
gegen 2 fortgelassen, so ergibt sich: 

2^ — 90'> = 1,~)l^ 
als sehr einfacher Ausdruck für die größte Winkeländerung. Sie ist 
gleich der Differenz der Hauptdilatationen. 

441. Die einseitige Ungendllatatlon. Verschwindet die eine Haupt- 
dÜatation und denkt man sich Kreis und Ellipse so mit den Mittel- 
punkten zusammengelegt, daß die Hauptachsen der Ellipse in die 




Fig. S5. 



Fig. 66. 



Richtungen der ihnen entsprechenden Durchmesser des Kreises fallen, 
so entsteht die „einseitige Längendilatation ^, die Dehnung oder 
Zusammenziehung nach einer Richtung ohne Änderung des Quer- 
schnittes. Fig. 85, 

Der allgemeinste Fall kann also zerlegt werden ; 1. in eine 
Parallelverschiebung, durch welche M nach M^ kommt; 2. in eine 
Drehung, durch welche die Durchmesser A B und C D die Richtungen 
von A,B, und von C, D^ erhalten und 3, in zwei einseitige Langen- 
diiatationen nach diesen zueinander senkrechten Richtungen. 

Offenbar darf man die drei Operationen in ihrer Reihenfolge 
vertauschen, also auch zuerst die Längendilatationen vornehmen (Fig. 86). 
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442. Ähnlichkeit mi Kongruenz. Ist a = b. ä. h. ist die Deformations- 
ellipse auch ein Kreis, so ist jede Längendilatation eine Hauptdilatation, 
und es gibt nur ein l. Die Winkeländerungren oder Verzerrung^en 
fallen ganz fort. 

Es wird nur die Größe, aber nicht die Gestalt geändert. Die 
Ähnlichkeit bleibt bestehen. 

Die Kongruenz ist wieder ein besonderer Fall der Ähnlichkeit. 
Es verschwinden alle Dilatationen. Ein starrer Körper bewegt sich 
so, daß er sich in allen Lagen kongruent bleibt. 

443. Affinität und ParallelperspeMlve. Da X^ die größte, i^ die 
kleinste Längenänderung bestimmt, müssen alle anderen zwischen 
ihnen liegen. Sind daher A, und A, beide positiv oder beide neg-ativ, 
so ist nach allen Richtungen Dehnung oder nach allen Richtungen 
Zusammenziehung. Ist aber X^ positiv und A, negativ, so ist teils 
Dehnung, teils Znsammenziehung. 

Es muß dann zwei zu den Hauptachsen symmetrische Durchmesser 
geben, die gar keine Längenänderungen erfahren. Legt man dann 
Ellipse und Kreis mit den Mittelpunkten zusammen, aber so, daß sie 
mit einem dieser Durchmesser zusammenfallen, so entsteht in ihm die 
sog. Kolli neationsachse. 

Dreht man schließlich noch das deformierte Gebilde um diese 
Kollin eationsachse aus der Ebene um irgendeinen Winkel heraus, so 
wird es, wie geometrisch leicht gezeigt werden kann, ein Abbild des 
ursprünglichen Gebildes, das durch Parallel Perspektive erlangt werden 
kann. 

444. Der Schub. Verschwindet die Flächendilatation ,(i, so tritt bei 
dem genannten Zusammenlegen, wenn man wieder in derselben Ebene 

bleibt, der ^Schub" ein. Alle zu 
der Kollineationsachse parallelen 
Geraden verschieben sich „in sich 
selbst". 

Aus dem Rechteck A B C D 

wird ein Parallelogramm ABC, D, 

von derselben Grundlinie und Höhe. 

^'^- *'■ Der Winkel D A D. = Winkel C B C, 

und sein Sinn messen spezifische Größe und Sinn des Schubes. Statt 

seiner nimmt man meist seine trigonometrische Tangente: 

DD. _CC, 

' AD BC" 
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Fig. 88. 



Setzt man hier AD = BC = 1, so wird: 
k = DD. = CC„ d.h. 
Größe des Schubes ist die Verschiebung im Abstände 1. 

445. Da nach [443] zwei Durchmesser vorhanden sind, welche 
keine Lang-enänderung erfahren, so folgt aus einem Schub sofort noch 
ein zweiter. Um in Fig. 87 den zweiten Schub zu erlangen, nehme 
man (Big. 88) statt des Rechteckes ein 
Parallelogramm ABC D', dessen Ecken 
C und D' von C und D um die Hälfte von 
C C, oder D D, nach der anderen Seite 
hin liegen. Dann wird AB CD' in ein 
kongruentes Parallelogramm ABC/D/ 
deformiert, aber in eines, das „verkehrt" 
kongruent ist, weil den spitzen die 
stumpfen und den stumpfen die spitzen 
Winkel entsprechen. 

Dreht man nun ABC/D,' um den 
Punkt A, bis D,' nach D" zu liegen kommt, 
so erhält es die Lage A B, C, D', welche 
aus AB CD' auch unmittelbar durch 
einen Schub hervorgeht. Aber wie merkwürdig! Dieser zweite 
Schub hat zwar dieselbe absolute Größe, jedoch (man sehe genau 
hin) den entgegengesetzten Sinn. 

446. Macht man A D' = A B, so c^ 
werden die Parallelogramme zu Rhom- 
ben, in denen bekanntlich die Diagonalen 
aufeinander senkrecht stehen. Ihre Rich- 
tungen bestimmen daher die Hauptdila- 
tationen, von denen eine die Dehnung -ö^ 
der kleineren zur größeren und die andere 
eine Zusammenziehung der größeren zur 
kleineren ist. 

Legt man die Rhomben mit den 
Mittelpunkten und den entsprechenden 
Diagonalen zusammen, so entsteht in 
Fig. 89 eine besondere Abart der Dila- 
tationen nach zwei zueinander senkrechten Richtungen (Fig. 86), aus 
der das Verschwinden von fi unmittelbar ersichtlich ist. 

447. Analytische Behandlung der Deformation. Nimmt man ein recht- 
winkliges Koordinatensystem an, das für das ursprüngliche und das 
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deformierte Gebilde ein und dasselbe sein soll und bezeichnet ent- 
sprecbende Punkte P und P, als P (x, y) und P, (x^, y^), so kommt es 
darauf an, x, und y, durch x und y auszudrücken. 

Macht man z. B, in Figf. 85 AB zur x- Achse, so werden die 
Formeln für die einseitigfe Längenänderimgr : 
x, = x{t + /), y, = y. 
Denn jedes x wird um ix vermehrt, und jedes y bleibt unver- 
ändert. Ebenso in Fig;. 86: 

x,-xCl + i,), y,-y(I+i,). 
Für den Schub aber lauten die beiden Gleichung^en, wenn 1 zur 
X-Achse wird: Fig. 87: 

x, = x4-ky, y, = y. 

44S. Allgemeine Gleichungen der affinen Deformation. Betrachtet man 

diese einfachen Formeln, nimmt zu ihnen die früheren Formeln [256] 

und [259] für Verschiebung und Drehung in dem Sinne [424], so 

erkennt man sofort, daß die Gleichungen für jede affine Deformation 

[441] auch vom ersten Grade sein müssen, wie all diese besonderen 

Gleichungen es sind. Sie müssen die Gestalt haben: 

x,=a,x-fa,y-|-a 

yj = b, X -|- bj y -j- b. 

449. Aber auch umgekehrt: Wenn man irgend zwei solche 
Gleichungen ersten Grades aufstellt, in denen die sechs Koeffizienten: 

a,, a,, a, b,, b,, b 
beliebige Werte haben, so erg"ibt sich eine mögliche Deformation. 
(Nur darf die Determinante a, b, — b^ a, nicht verschwinden, weil 
sonst in der einen Hauptrichtung die Längen durch die Deformation 
zusammenschrumpfen würden. Die Deformationsellipse würde zu einem 
Strich werden.) 

Um dies zu beweisen, konnte man zeigen, daß Mitte Mitte bleibt 
[431], was jedem Leser überlassen werden kann, der die Elemente der 
analytischen Geometrie kennt. 

So werden dann die einfachen Gleichungen [448] zum Ausgangs- 
punkt der analytischen Behandlung des Deformationsproblems. Von 
hier aus lassen sich die erhaltenen Sätze wieder gewinnen durch rein 
algebraische Operationen. 

450. RSumlfche affine Deformation. Bei der Übertragung auf den 
Raum erh.ilten die Sätze dieses Paragraphen eine angemessene Er- 
weiterung. So tritt z. B. noch die räumliche Dilatation: 

Av 
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hinzu. Aus der Deformationsellipse wird ein Deformationaeliipaoid, 
dessen drei Hauptachsen drei Hauptdilatationen bestimmen. Es gibt 
Dur ein v, aber unendlich viele l und ebenso unendlich viele fi usw. 

451. Beltebige stetige Deformatfpn. Die überall gleichartig-e oder 
affine Deformation reicht für die Formänderungen, welche die Körper 
wirklich erfahren, bei weitem nicht aus. Wenn ein Stab gebogen 
wird, so verwandelt sich gerade in krumm und wenn ein Draht mit 
ungleichen Querschnitten gezogen wird, so verlängert er sich an den 
dünneren Stellen verhältnismäßig mehr. 

Aber dies achließt nicht aus, daß die Deformation in einem un- 
endlich kleinen Körperelement doch gleichförmig sei. Freilich von 
Element zu Element stetig veränderlich, derart, daß z. ß. Größe und 
Richtung der Hauptdilatationen sich durch den ganzen Körper hindurch 
stetig ändern. 

Von diesem Gesichtspunkt greift man z. B. alle Aufgaben der 
Elastizitätslehre an (Biegung des Balkens, Torsion des Stabes, Theorie 
der Säulen, der Platten usw.). 

452. Aufhören der Stetl||keiL Wenn der Zusammenhang unterbrochen 
wird, der Körper zerreißt, zerspringt oder auf andere Weise in ge- 
trennte Teile zerfäUt, so hört wenigstens an den Trennungsstellen der 
Zusammenhang auf, und man muß sich begnügen, die Teile als stetig 
anzusehen. 

Wenn aber diese Teile kleiner und kleiner werden, wenn z. B. 
eine Flüssigkeit in unzählbare Tropfen zerstiebt oder zwei Flüssigkeiten 
sich vermischen oder gar chemisch verbinden, dann allerdings versagft 
der Begriff der Stetigkeit vollständig. Der Körper wird atomisiert 
und die Mechanik muß sich in Molekularmechanik verwandeln, um 
den Bewegungsvorgängen weiter nachgehen zu können. 

453. Scheinbare Stetlokelt. Hier erscheint jede Bewegung, Ge- 
schwindigkeit, (Beschleunigung, wie sie wahrnehmbar und meßbar sind, 
.als Durchschnittswert sehr vieler vielleicht regellos durcheinander- 
gehender molekularer Bewegungen, Geschwindigkeiten und Be- 
schleunigungen, die sich der Wahrnehmung entziehen. 

So könnte wohl auch die Stetigkeit der Körper nur scheinbar 
sein und sich in Unstetigkeit verwandeln, wie eine scheinbar gleich- 
förmig graue Fläche, die sich beim Näherkommen in ungezählte weiße 
und schwarze Stellen auflöst. 

Die Molekularmechanik steht vor der schwierigen Aufgabe, das 
Zustandekommen dieser durchschnittlichen Stetigkeit zu erklären, was 
ihr ja für die Gase schon durch die kinetische Gastheorie leidlich 
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gfelung^^ 'St- Mögfen aber ihre weiteren Erfolgfe noch so groß werden, 
die rationelle Mechanik wird trotzdem den Begriff des stetig" aus- 
g-edehnten, stetig bewegten, stetig- deformierten Körpers festhalten, 
selbst wenn sie die Mög^lichkeit zugibt, daß es sich um Durchschnitts- 
werte handelt. (Vgl. 95.) 



§ 21. Absolute und relative Bewegung. 

454. Der Bewegungsbegritf. „Nichts ist älter als die Bewegung, und 
über dieselbe gibt es weder wenig, noch geringe Schriften der Philo- 
sophen." Dieser Satz Galilei's [26] gilt heute noch mehr als damals, 
denn bis in die neueste Zeit haben Philosophen und Mathematiker 
wie Huyghens, Leibniz, Euler die Bewegung von allen Seiten 
betrachtet. 

So ist auch die doppelte Auffassung des Bewegungsbegriffes, die 
absolute und die relative, bis zur äußersten Schärfe entwickelt worden, 
weniger für den alltäglichen Gebrauch, der mehr auf Bildsamkeit als 
auf Bestimmtheit sieht, als für die Wissenschaft, wo sie größte Bedeu- 
tung erlangt hat. 

455. Absolute Bewegung. Da abstrakte Begriffe um so eher erfaßt 
werden, je abstrakter sie sind, d.h. je weniger Merkmale sie enthalten, 
so geht die absolute Bewegung begrifflich voran, Sie ist die Bewegung 
eines Körpers schlechthin oder die Bewegung, durch welche er und 
seine Teile an andere Orte im Räume gelangen. 

Absolute Bewegung ist also zeitliche Änderung der Lage eines 
Körpers im Raum. Sie setzt voraus 1. die absolute Zeit, 2, den abso- 
luten Raum, 3. die absolute Materie, 

456. Relative Bewegung, Viel zurückhaltender ist der relative Bewe- 
gungsbegriff, welcher von dem Urteil ausgeht, daß der Sinneseindruck 
einer Bewegung nicht sowohl von der absoluten Änderung der Lage, 
sondern von der Änderung der Lage zu dem Wahrnehmenden abhängt. 

Relative Bewegung ist also zu allererst Änderung der 
Lage im Gesichtsfeld. Ich sehe, daß der Vogel fliegt, der Stein 
fällt, der Hase läuft Ich sehe aber auch, daß während der Fahrt die 
Landschaft an mir vorüberzieht. 

457. Der Bezugskörper. Doch da immer oder fast immer zugleich 
ein anderer Körper — die Erde, der Wagen, das Schiff — im Gesichts- 
feld ruht und meist sogar einen großen Teil desselben einnimmt, so 
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wird dieser andere Körper wie von selbst statt des Gesichtsfeldes als 
BezQg-skörper genommen. 

Der Stein fällt zur Erde, der Mann ging^ auf Deck spazieren. 
Also Änderung der Lage zu einem Bezugskörper, von dessen etwaiger 
Bewegung dabei abgesehen wird. 

458. Der Bezugskörper wird im Gesichtsfeld ruhend gedacht 
und muß also als fest oder mathematisch streng als starr vorausgesetzt 
werden. Denn wenn er andere Gestalten annehmen würde, könnten 
nicht alle seine Teile ihre Lage im Gesichtsfeld behalten. 

Umgekehrt kann jeder wirkliche oder angenommene feste Körper 
zum Bezugskörper für Relativbewegungen gemacht werden. Man 
kann sich z. B. von der Erde auf die Sonne oder den Mond oder 
einen Planeten versetzt denken und fragen, wie von dort aus die 
Bewegungen im Sonnensysten erscheinen würden. 

459. Das Bezugssystem. Statt des Bezugskörpers, den einst Euler 
als Körper A und spater C. Neumann als Körper « in die Mechanik 
eingeführt hat, kann man auch [423] ein mit ihm starr verbunden 
gedachtes ICoordinatensystem nehmen, um auf dasselbe die Bewe- 
gungen zu beziehen. Sie können dann nach § 14 in mathematischen 
Formeln oder Gleichungen beschrieben werden als Änderungen der 
Koordinaten, sei es eines Punktes, sei es aller Punkte des Körpers. 
Andern sich aber seine Koordinaten nicht, nun so ist er eben in rela- 
tiver Ruhe zum System. 

Übrigens haben wir ja [254] im Gesichtsfeld selbst in natürlichster 
"Weise ein solches Koordinatensystem. 

460. Allseitig relative Bewegungen. Die Bewegungen der Körper 
gegen einen Bezugskörper A sind zwar relativ, aber recht einseitig 
relativ, da jeder andere wirkliche oder gedachte feste Körper auch 
hätte genommen werden können. 

Allseitig relativ wird erst die Auffassung, wenn man sich auf 
das beschränkt, was all diesen möglichen Bezugsbewegungen gemein- 
sam ist, nämlich die aus ihnen folgende Änderung der gegensei- 
tigen Lage der Körper. Die Schiffe kommen einander beängstigend 
nahe. Die Billardbälle prallen aufeinander. Sonne, Mond und Pla- 
neten bewegen sich gegeneinander. Ihre Abstände ändern sich und 
sie wenden einander allmälig andere Teile ihrer Oberflächen zu. 

Das sind zweifellos Relativbewegungen, doch von einem Bezugs- 
körper ist dabei keine Rede. Zum mindesten wird er ganz unbestimmt 
gelassen. 

461. So kommt die volle Gegenseitigkeit reiner zur Geltungp 
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als durch Zahilfenahme eines Bezug^körpers oder eines Bezug^ssystems, 
Doch sind die Vorteile eines solchea zu groß, als daß die Mechanik 
je von ihm lassen würde. 

Auch bringt die willkürhche Annahme eines Bezugskörpers nur 
scheinbar eine Beschränkung mit sich. Denn die Lage von Körpern 
^gegeneinander ist offenbar durch ihre Lage gegen den Bezugskörper 
bestimmt. 

Hat man daher eine einseitige Relativbewegung, so hat man auch, 
wenigstens implizite, die allseitige Relativbewegung. 

462. Absolute Ruhe. Die absoluten Bewegungen sollen begrifflich 
nicht relative, sondern wahre Ortsveränderungen sein. Trotzdem kann 
man sie auch als Relativbewegungen auffassen, nämlich als solche 
gegen einen wirklichen oder gedachten Bezugskörper, der sich in 
absoluter Ruhe befindet. 

Somit sind die absoluten Bewegungen unter den einseitigrelativen 
Bewegungen als ein besonderer Fall eingeschlossen. Die Frage aber, 
wie man gerade diesen Fall herausfinden könnte, kommt auf die 
Frage zurück: "Welcher wirkliche Körper oder, wenn kein solcher 
angegeben werden kann, welches durch seine Lage zu wirklichen 
Körpern angebbare Koordinatensystem ist in absoluter Ruho? 

463. Qeometrische Axiome. Daß die geometrischen Axiome des 
(eukhdischen) Raumes bei Erledigung dieser grundlegenden Frage 
gänzlich versagen müssen, ist leicht einzusehen. Denn nach ihnen 
ist der Raum überall gleichförmig, so daß sie gar keine Handhabe 
zur Bestimmung der absoluten Lage bieten können. 

Alle geometrischen Messungen bezieben sich auf relative, niemals 
auf absolute Lage, Gesetzt, man kenne seit Jahrtausenden auf das 
genaueste alle Entfernungen zwischen den Körpern des sichtbaren 
Weltalls, so folgt aus dieser Kenntnis wohl die genaueste Kenntnis 
aller relativen Bewegungen, aber unmittelbar gar nichts über die abso- 
luten Bewegungen. 

464. Das Ptolemälsche Weltsystem. Bekanntlich beginnt der Almag^st 
des Ptolemaeus, welcher etwa anderthalb Jahrtausende die Astro- 
nomie beherrscht hat, mit dem Satze, daß die Erde in absoluter Ruhe 
verharre, also weder eine Translation, noch eine Drehung im Räume 
ausführe. Die Bewegungen der übrigen Weltkörper, wie wir sie von 
der Erde aus sehen, sind dann auch ihre wirklichen, ihre absoluten 
Bewegungen. Terrestrische Bewegung ist absolute Bewegung. 

Es war schon immerhin ein Fortschritt, daß im Almagest die 
absolute Ruhe der Erde überhaupt ausdrücklich behauptet und sogar 
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„bewiesea" worden ist. Dies ist wohl darauf zurückzuführen, daß 
«inigfe jfriechlsche Astronomen, besonders Aristarch, als Vorläufer 
des Kopernikus, bereits die Möglichkeit einer Bewegfung der Erde 
erwogen hatten ; diesen „Sophisten" sollte entgegengetreten werden. 

466. Das Koperiikanfsche Weltsystem. Die Sonne oder vielmehr ein 
Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt in den Mittelpunkt der Sonne 
fällt und dessen Achsen nach der Fixsternkugel orientiert sind, soll 
in absoluter Ruhe sein. 

Man hat es Kopernikus als eine bescheidene Zurückhaltung 
angerechnet, daß er sein System nur eine „H3T)othese'' genannt hat. 
Es spricht sich aber wahrscheinlich in diesem Wort die feste Über- 
zeugung des großen Denkers aus, daJ3 die Frage nach den absoluten 
Bewegungen (nach [463]) überhaupt nur hypothetisch beantwortet 
■werden könne. 

Newton hat aus Prinzipien der Mechanik heraus statt des Mittel- 
punktes der Sonne den Schwerpunkt des ganzen Sonnensystems 
g-esetzt, aber auch ausdrücklich noch die absolute Ruhe dieses Schwer- 
punktes behauptet, 

466. Das Kopernikanlsch-Herschet'sche Weltsystem. Jetzt nimmt man nach 
Herschel an, daß die Sonne oder vielmehr der Schwerpunkt des 
Sonnensystems eine Eigenbewegung im Räume habe, weil es sich 
als wahrscheinlich ergeben hat, daß die sog. Eigenbewegungen der 
Fixsterne durch Abziehen einer Eigenbewegung der Sonne von ihren 
wirklichen Bewegungen entstehen. 

Die Eigenbewegung der Sonne soll nach dem Sternbild des 
Herkules gerichtet sein, Sie wird als (beinahe) gleichförmig ange- 
nommen, aber ihre Geschwindigkeit ist noch nicht genau bekannt [713]. 

467. Verleugnung der absoluten Bewefluan. Wie eben erwähnt, kann' 
die Frage nach den absoluten Bewegungen überhaupt nur hypothetisch 
beantwortet werden. Man hat daher diese Bewegungen in neuerer 
Zeit oft verleugnet, um von vornherein nur relative Bewegungen 
anzunehmen. 

Gewiß ist diese Auffassung auch berechtigt. Nur soll sie nicht 
einseitig sein, sondern dann ganze Arbeit machen und alle absoluten 
Begriffe aus der Mechanik entfernen, wie Zeit, Raum, Kraft, Masse, 
die- nur unter Heranziehung von teils offenbaren, teils tief verst«ckten 
Hypothesen, Axiomen, Postulaten zueinander in Beziehung treten 
können. 

468. Voraifssetzungslose Mechanik. So verhält es sich aber mit aller 
menschlichen Erkenntnis. Ihre BegriÄe und Urteile haben nur auf- 
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einander Bezug*, wenn sie auch in sprachlicher Form meist absolut 
und unbedingt aussehen. Wenigstens kann niemand aus Gründen 
beweisen, daß es anders sei. 

Wenn man dies ein für allemal and rückhaltlos zug'egeben hat, 
so ist es für elementare Darstellungen einer Wissenschaft genug* [99). 
Auch soll eine sog-, voraussetzungslose Mechanik, wie sie jetzt so oft 
als Ideal gepriesen wird, erst noch geschrieben werden. Noch immer 
haben sich hinter einer „Hypothese-', ao welcher man Anstoß nahm, 
andere gezeigt. Was ohne sie übrig bleibt, ist — so scheint es — 
in menschlicher Sprache nicht mehr ausdrückbar. 

469. Die Kopernikanisch-Herschel 'sehe Hypothese ist 
nicht von mathematischer Bestimmtheit Aber ihre Genauigkeit reicht 
zur Anwendung vollständig aus, bis auf weiteres. 

Erstens kennt man die Eigenbewegimg des Sonnensystems nicht 
genau, was aber für die astronomische und umsomehr für die ter- 
restrische Mechanik gleichgültig ist [479]. Zweitens bewegen sich die 
Fixsterne auf der Himmelskugel gegeneinander, wenn auch sehr lang- 
sam. Die Orientierung der Richtungen nach ihnen wird aber doch 
im Laufe von Jahrtausenden etwas unsicher, bzw. von den hierzu 
gewählten Fixsternen abhängig. Doch muß der Zukunft überlassen 
werden, was dann zu geschehen hat. 

470. Vergleichung von Relativbewegungen. Wenn man von der absoluten 
zu irgendeiner Relativbewegning oder von einer solchen zu einer 
anderen übergeht, so ändern sich die Bahnen, die Geschwindig-keiten, 
die Beschleunigungen, kur? die phoronomischen Elemente derBewegTing. 

Dabei verhält sich die absolute Bewegung genau so wie eine 
relative. Es kann daher die Frage so gestellt werden: Wie kann 
man von einer Relativbewegung auf eine andere schließen? AVie 
z. B. von den astronomischen Erscheinungen, wie wir sie auf der 
Erde wahrnehmen, auf diejenigen, welche wir auf dem Mars wahr- 
nehmen würden. 

471. Die Umkehrung einer Relativbewegung. Wenn ein Körper B sich 
relativ gegen A bewegt, so bewegt sich auch A relativ gegen B. 
Beide Bewegungen bedingen einander. 

Ruht aber B gegen A, so ruht auch A gegen B. Relative Ruhe 
ist immer gegenseitig. Im besonderen sind alle Teile eines starren 
Körpers zueinander in relativer Ruhe. 

472. Zwei Punit te au f einer Qeraden. Man mache die Gerade zur 
X-Ac hse : dann ist AB = x die Abszisse von B in bezug auf A, also 
B A = Xj = — X die Abszisse von A in bezug auf B. Bezeichnet man 

D,3nz.,J.vL.OOglC 



% 21, Abaolnte ond relative Bewegung. Iß.'J 

also mit v und g Geschwindigfkeit und Beschleunigung- von B in bezug 

auf A und mit v, und g, entsprechend von A in bezugf auf B, so wird 

_dx _ d'x _ dx^ d'x, 

^^~dt' ^"Jdt^' '^'~ dt' ^'~(dt}^' 

also, da x, = — x, auch: 

v, = — V, g-,^ g, 

d. h. die relativen Geschwindigkeiten , ""^ ^ t 

und ebenso die relativen Beschleuni- ■* ■*■' 

^ngen sind einander entgegengesetzt ^ig. W. 

gleich. , 

473. Relative Translationen. Sind A und B dreidimensionale (starre) 
Körper und macht B gegen A nur eine Translation, so macht auch 
A gegen B nur eine Translation durch. Die Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen sind auch einander entgegengesetzt gleich: 

v, = — V, g, = — g. 

Dies wird am klarsten, wenn man A und B durch zwei mit ihnen 
starr verbundene und anfänglich parallele Koordinatensysteme ersetzt 
Dann bleiben die Koordinatensysteme parallel [377] und die Relativ- 
bewegungen kommen auf Bewegungen der Anfangspunkte gegen- 
einander zurück, die man nach den Achsenrichtungen projizieren kann. 

Man nehme z. B.. um von Drehungen ganz abzusehen, zwei parallele, 
nach den Fixsternen orientierte Koordinatensysteme mit Mittelpunkt 
von Sonne und Erde als Anfangspunkte. Dann beschreibt die Sonne 
um die Erde (also auch die Erde um die Sonne) eine Ellipse, in deren 
einem Brennpunkt die Erde (die Sonne) steht. Erstes Kepler'sches 
Gesetz [964]. 

474. Wenn A und B beliebige Bewegungen gegeneinander 
machen, so können v und g gar nicht schlechtweg mit v, und g, ver- 
glichen werden. Man muß vielmehr angeben, welche Punkte von A 
und B gemeint sind. 

Hierzu stelle man sich nach [376] A und B beide unbegrenzt 
erweitert vor, so daß ihre Bewegung gegeneinander sich in Bewegung 
in und durcheinander verwandelt Dann ist jeder Punkt des Raumes 
P zugleich ein Punkt P, des Körpers A und ein Punkt Ph des Körpers B. 

Es sind Geschwindigkeiten und Beschleunigungen zweier so 
augenblicklich zusammenfallenden Punkte zu vergleichen. 

475. Relative Drehungen. Dreht sich B gegen A gleichförmig um 
eine unveränderliche Achse, so ist ein gleiches mit A gegen B der 
Fall. Nur sind die Winkelgeschwindigkeiten entgegengesetzt gleich: 
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Also auch in dem eben erläuterten Sinne: 
Vj = — V. 

Pd beschreibt in A und P. in B einen Kreis, beide mit absolut 
gleicher Geschwindig-keit, aber in entg^egengesetztem Sinne. Dreht sich 
die Himmelskuffel mit all ihren Sternen relativ zur Erde um die ver- 
längerte Erdachse (Weltachse) von Ost nach West, so dreht sich die 
Erde relativ zum Himmel von West nach Ost Die erste Drehung 
kann man in jeder heiteren Nacht an jedem Stern erkennen, die 
zweite Drehung hat noch kein Sterblicher mit leiblichen Augen gesehen. 

476. Die Gleichung g, = — g für die Beschleunigungen stimmt 
aber hier nicht. Es ist vielmehr jetzt: 

Denn beide ^nd als Zentripetaibeschleunigrungen nach der Achse hin 
gerichtet. 

Handelt es steh um ganz allgemeine, also aus Translationen und 
Drehungen zusammengesetzte Relativbewegungen, so ist zwar stets, 
wie in [473] und [475]: 

dagegen ist in der Regel: 

weder: g, = — g, noch: g,=-\-g- 
Die allgemeine Formel lautet vielmehr ganz anders. Sie foig^ 
aus der Coriolis'schen Formel [483] durch Anwendung auf den vor- 
liegenden Fall. 

477. Relalivbeweflungen dreier Kfiifer. Gegeben sind drei Körper 
A, B, C. Es sind bekannt die Bewegungen von B gegen A und von 
C gegen A, Gesucht wird die Bewegung von C gegen. B. 

Läßt man C mit A zusammenfallen, so fällt die zweite der ge- 
gebenen Bewegungen fort und die dritte wird zur bereits behandelten 
Umkehrung der ersten. Sind aber die drei Körper beliebig, so enthält 
die gestellte Frage in allgemeinster Form das gesamte Problem der 
Verwandlung von Relativbewegungen ineinander. 

478. Drei Puikte in einer Qeraden. Es sei x, di« Abszisse von B 
gegen A, x, die Abszisse von C gegen A und x die Abszisse von 
C gegen B. Dann folgt: 

X = Xg — X, 

_+ -^ ^ — £_ und durch Differentüeren : 

Ki^91 ' v = Vj — V,; g=g,— g„ 

d. h. die Geschwindigkeit von C gegen 
B ist die Differenz der Geschwindigkeiten von C gegen A und 
von B gegen A. Ein gleiche.'; für die Beschleunigungen. 
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479. Ist A in absoluter Ruhe, so werden v, und v, absolute Ge- 
schwindigkeiten. Daher: Bewegen sich zwei Punkte B und C in einer 
Geraden, so ist ihre relative Geschwindigkeit (oder Beschleunigung) 
gleich dem Unterschied ihrer absoluten Geschwindigkeiten (Be- 
schleunigungen). 

Bewegt sich B gleichförmig, so verschwindet g^ und es wird; 

d. b. die Beschleunigung eines Punktes C relativ zu einem Punkte B, 
welcher sich gleichförmig fortbewegt, stimmt mit seiner absoluten 
Beschleunigung überein. 

460. Translationen 2Wlschen drei KSrpern. Sind A, B, C drei Körper 
und machen B und C gegen A Translationen, so macht auch C gegen B 
eine Translation. Man erhält, wie vorhin: 

v = v, — V,; i = g, — g,. 
Beweis ganz wie in [473], 

Man ersetze die drei Körper durch Punkte und zerlege die 
Translationen nach den Achsen eines mit A starr verbundenen 
Koordinatensystems. 

481. Beliebige Bewegungen zwischen drei Kfirpern. Machen A, B und C 
auch Drehungen gegeneinander, so bleibt trotzdem die erste Formel: 

V = Vj Vj 

richtig, wenn man nur nach [474] daran festhält, daß v, v„ v, augen- 
blickliche Geschwindigkeiten solcher Punkte der Körper A, B, C be- 
deuten, die in diesem Augenblick der Lage nach zusammenfallen, 

Die zweite Formel aber, welche sich auf die Beschleunigungen 
bezieht, wird falsch und muß durch eine allgemeine Formel ersezt 
werden, welche zuerst von C a u c h y aufgestellt worden sein soll, 
dann aber später von C o r i o 1 i s nochmals entdeckt worden ist und 
nach ihm die C o r i o 1 i s 'sehe Formel heißt. 

482. Diese Formel ist: 

i=g»— üH-iT 

Hierin bedeuten g,, gj und g, die augenblicklichen Beschleuni- 
gungen dreier augenblicklich zusammenfallender Punkte, und zwar: 
g die Beschleunigung von C gegen B. g, die Beschleunigung von C 
gegen A, g, die Beschleunigung von B gegen A. g„ aber ist gar 
keine eigentliche Beschleunigung, sondern ein Ausdruck von gleicher 
Dimension, welchen man die zusammenge.setzte Zentripetalbeschleu- 
nigung nennt, oder auch, was viel besser ist, die Coriolis'sche 
Beschle un ig u n g. 

463. [He Coriolis'sche Beschleunigung. Der absolute Wert von gs 
ist das Produkt der folgenden vier Faktoren: cianzüd^ydOOQlC 
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1. die Zahl 2; 

2. die Winkel g-eschwindigkeit la der augfenblicklichen Drehung^ 
von B geg'en A; 

3. die Geschwindigkeit v von C gegen B; 

4. der Sinus des Winkels, den lo und v miteinander bilden. 
Femer: g^ steht sowohl auf v als auch auf m senkrecht, man 

bestimmt die Richtung von gc. indem man v auf eine Ebene projiziert, 
die auf u/ senkrecht steht und die Projektion iu dieser Ebene um 90" 
in entgegengesetztem Drehungssinn von w herumdreht, 

484. Die Coriolis'sche Formel soll hier nicht bewiesen, aber 
doch in zwei einfachen Fällen erprobt werden. Setzt man <u = 0, d. h. 
nimmt man an, daß B gegen A nur Translationen macht, so verschwindet 
ge und man erhält : 

Also wie in [480]. Dies war vorauszusehen, denn von dem Körper 
C ist in der Coriolis'schen Formel nur wie von einem Punkt die 
Rede. Es genügt also zur Anwendung von [480], wenn A und B 
gegeneinander keine Drehung ausführen. 

485. Oder es beschreibe B gegen A eine 
gleichförmige Drehung um O im Sinne des Pfeils 
mit der Winkelgeschwindigkeit cu und C sei 
relativ zu A in Ruhe, also gj = 0. Es ist [358] : 
g, = w' r und geht nach innen. Und da C sich 
zu B mit der Winkelgeschwindigkeit (^^ w) dreht, 
so ist auch g = w* r und geht nach innen. 

Ferner ist v = rw, entgegen dem Sinne des 
*' Pfeiles und der Winkel zwischen r und w^SO". 

Fig. 99. \ya\iev nach [483] 

"^=2(.»r 
und geht auch nach innen. Folglich; 

^ — i'l+^o="''^ 
^^d gebt auch nach innen. Also schließlich : 
i = Re — ffi+?c- 




§ 22. Die terrestrische Mechanilt. 

486. Die Theorie der Relativbewegungen, welche im vorigen 
Paragraphen in ihren ersten Elementen erklärt worden ist, hat zahl- 
reiche und wichtige Anwendungen. Bei der Gewalt eines Zusammen- 

D.3nz.L,>L.ÜOt^lC 



§ Sä. Die terreslriscbe Mechanik. 167 

Stoßes kommt es nur auf die Relativgeschwindigkeit der Annäherung 
an. Die Bewegungen der Teile eines aus starren Körpern gebildeten 
Mechanismus gegeneinander sind aus dieser Theorie heraus zu unter- 
suchen. In der Astronomie kommt es darauf an, aus den geozentrischen 
Bewegungen der Weltkorper, d.h. den Bewegungen, wie wir sie 
wahroebmen, die heliocentrischen Bewegungen abzuleiten. 

Doch ganz besondere Bedeutung hat sie bei der Grundlegung 
der terrestrischen Mechanik. 

4S7. Die terrestrische Mechanik ist für ims Erdenbewohner beinahe 
die ganze Mechanik. Sie hat es mit irdischer Ruhe und irdischen 
Bewegungen zu tun. Das Haus soll auf der Erde feststehen; das 
Geschoß soll ein auf der Erde beändliches Ziel treffen. 

Diese Ruhe und Bewegung sind nach dem Kopernikantscben 
Weltsystem nicht absolut, sondern durchaus relativ. Relativ zur 
Erde, also zu einem Körper, der sich täglich einmal dreht und dessen 
Schwerpunkt eine absolute Bahn im Räume beschreibt. 

488. Die absolute Mechanik setzt aber Ruhe und Bewegung an sich, 
d. h. absolute Ruhe und Bewegfung voraus. Nur so haben das 
Galilei'sche Trägheitsgesetz und die Grundgleichung der Mechanik 
überhaupt einen Sinn, da die Art einer Relativbewegung gänzlich 
von dem Bezugskorper abhängt. 

Und doch wendet man diese beiden Gesetze bewußt und unbewußt 
auch in der terrestrischen Mechanik an, gleich als ob noch das 
Ptolemäische Weltsystem bestände. Wie der Erfolg beweist, sogar 
mit Recht; wie aber die Nachprüfung durch die absolute Mechanik 
beweist, nur deshalb mit Erfolg, weil der Fehler nicht sehr erbeblich ist. 

489. Hierüber muß die Coriolis'sche Formel [483] Aufschluß 
geben können, wenn man für A einen absolut ruhenden Korper 
(oder Koordinatensystem), für B die Erde und für C irgendeinen 
irdischen Körper setzt. Dann ist g die relative Beschleunigung von 
C zu B, also kurz die terrestrische Beschleunigung, gj die absolute 
Beschleunigung von C und gi die absolute Beschleunigung des 
Punktes der Erde, mit welchem C augenblicklich zusammenfällt Es ist 

g = gj — gr, +8rc. _^ 

Die Grundgleichung der Mechanik fordert gj. Die terrestrische 
Mechanik nimmt statt dessen g. Der Unterschied zerfällt, wie man 
sieht, in zwei Bestandteile, in — g, und in gc, welche nun genauer zu 
betrachten sind. 

490. Man kann weiter zerlegen, g, zerfällt nach [484] in die abso- 
lute Beschleunigung g'j des Erdmittelpunktes und in die Zentripetal- 
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beschleunig'ung^ gf"j des betreffenden Punktes der Erde relativ zu « 
Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt sich im Mittelpunkt der Erde 
befindet und dessen Achsen ihre absoluten Richtungen im Räume 
beibehalten. 

Es ist also : 

8r = gs — g', — g^', + g-. 
und für die Abweichung zwischen der terrestrischen Beschleunigung g 
von der absoluten Beschleunigung g^ kommen daher die drei Größen 
g'i> S"i "Jid St in Betracht, 

491. Bestimmung von g',. Man darf nach [479] von der gleich- 
förmigen Bewegung des ganzen Sonnensystems absehen und also die 
Kopernikanisch-Newton'sche Hypothese nehmen [465]. Dann 
wird bekanntlich die Erdbahn fast kreisförmig und die Bewegung der 
Erde in ihr ungefähr gleichförmig. Setzt man den Abstand der 
Erde von der Sonne =149 10" cm und die Umlaufszeit =366 Tage 
= 365- 86400 sec, so ergibt die Huyghens'sche Formel [368] c 

g', = 0,596-^^, 

* ' (sec)* 

also wenig, verglichen mit terrestrischen Beschleunigungen, z. B. der 

Fallbeschleunigung g, = 981 ■■■■■-■ g . 

492. Doch dieses kleine g'j wird noch beinahe aufgehoben 
durch diejenige absolute Beschleunigung — sie heiße g'j — , welche 
C selbst durch die Anziehung der Weltkörper unseres Sonnensystems 
aiiSSChllellllch der Erde, also durch nicht terrestrische Kräfte erhält 
g'j und g'j rühren beide von diesen Anziehungen her, einmal ausgeübt 
auf die ganze Erde, die hierzu in ihrem Mittelpunkt M vereinigt 
gedacht werden kann und das andere mal ausgeübt auf den Körper C, 
der von M ungefähr um den Erdradius r entfernt ist Da r, verglichen 
mit den Entfernungen der Weltkörper, nur klein ist, so stimmen g'^ 
und g'j der Größe und Richtung nach beinahe überein und der 
Unterschied g'j — g'j wird nur ein Bruchteil von g*,. 

Der größte Teil dieses Unterschiedes rührt vom Monde her. Er 
ist im Maximum [1010]: 



493. Ebbe und Rut. Man sollte meinen, dies sei gar zu wenig, um 
sich je Geltung zu verschaffen. Und doch gibt es eine gewaltige 
Erscheinung auf der Erde, die gänzlich von der Anziehung des Mondes 



..;>L.ÜOglC 



§ 9a. Die teneibische Mechanik. 169 

(und in zweiter Linie der Sonne) abhängt und sofort mit ihr ver- 
schwinden würde. Es ist die täg-hche Ebbe und Flut des Weltmeeres. 
Dies hat schon Newton scharf erkannt und auch die ersten 
Umrisse einer entsprechenden Theorie gezeichnet, welche dann später 
besonders von Laplace ausgfeführt worden ist. 

494. Sicherlich erleidet auch die ganze feste Erdkruste ent- 
sprechende und im ganzen sogar vielleicht viel größere periodische 
Deformationen durch Anziehung von Sonne und Mond. Nur entziehen 
sie sich der Wahrnehmung, wie wir ja auch auf offener See von den 
Gezeiten nichts bemerken. 

In gleicher Weise ebbt und flutet wohl auch der feurig-flüssige 
Erdkern und prallt bald hier, bald dort stärker gegen die umspannende 
starre Kugelschale. Ob aber, wie Falb meint, dies überhaupt nach- 
weisbar für Erdbeben und vulkanische Ausbrüche in Betracht kommt, 
kann gegenüber den unbekannten Kräften im Erdinnern nur eine 
umfassende Statistik entscheiden, welche bisher nichts zu seinen 
Gunsten enthalten soll. 

Aber auch das Luftmeer hebt und senkt sich rhythmisch durch 
Anziehung von Mond und Sonne. Allerdings ist diese Bewegung so 
schwach, daß sie in den Winden und Stürmen, welche durch die 
ungleiche Sonnenstrahlung hervorgerufen werden, ganz untergeht. 
Die Statistik hat einen Einfluß des Mondes weder auf den Barometer- 
stand, noch auf das Wetter erkennen lassen. 

495. Ablenkung der Lotünle durch den Mond. Sonst hat man nur durch 
sehr genaue Messungen dem Einfluß außerirdischer Kräfte auf ter- 
restrische Bewegungen nachspüren können. So ist es z. B. v. Rebeur- 
Paschwitz gelungen, mit dem äußerst empfindlichen Zöllner'schen 
Horizontalpen de 1 die Ablenkung der Lotlinie durch den Mond festzu- 
stellen [1011]. 

Im übrigen kann man getrost sagen : Dieser Einfluß ist unmeßbar 
klein. Es verschwindet g\ (namentlich in Verbindung mit g'^). Formel 
[490] wird daher einfacher: 

ff^gTa — fr", +8r«- 

496. Die Zentripetalbeschleunigiing g", hat schon mehr zu sagen. 
Um ihren größten Wert zu flnden, setze man den Körper C auf dem 
Erdäquator, also den Abstand von der Erdachse = Erdradius = r = 
63810* cm voraus. Die Umdrebungszeit ist ein Sterntag = 86 164 sec, 
also [358] c: 
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Verglichen mit der Fallbeschleunig-ung-gj= 981 J—--J ist dies zwar 
gfering, aber doch mehr als g", und erst recht mehr als g',— g'j [492]. 

497. Gewicht und reina Erdanzietiung. Ein Körper S von der Masse 
m liege irgendwo ruhig auf der Erde. Dann verschwindet seine 
terrestrische Beschleunigung g und auch die CorioUs'sche Beschleuni- 
gung g, [483]. Nach [495] ist also seine absolute Beschleunigung 
gleich der Zentripetalbeschleunigung. Also: 

Auf ihn mögen nur zwei wirkliche oder 
absolute Kräfte wirken, die reine Schwere und 
der Druck, den er von der Unterlage erhält. 
Erstere sei der Grröße und Richtung nach 
= A. Letzterer ist nach Aktio und Reaktio 
entgegengesetzt gleich dem Druck, den S 
selbst auf die Unterlage ausübt, d. h, ent- 
gegengesetzt gleich dem Gewicht G. Nach 
der Grundgleichung ist daher: 

A — G = mgj = m g", , also : 
G = A — m g" ,= A — m w* p. 
Das Gewicht G, gemessen durch den Druck auf die 
Unterlage, stimmt daher nicht vollständig mit der 
reinen Schwere A überein. 

498. Zentrifugalhraft, Gewicht, Schwere. Der Ausdruck —mg", ist 
die sog, Zentrifugalkraft [567]; 

C = — m g", = — m w- p. 

C ist also keine wirkliche, absolute Kraft, sondern ein Produkt 
aus Masse und der Zentrifugalbeschleunigung — g",, die von der Erd- 
achse fort gerichtet ist. Nach ihrer Einführung wird: 

G = Ä+C 
Ge wich t = Resultan te aus Schwere und Zentrifugal- 
kraft. 

Da letztere beiden Kräfte einen stumpfen Winkel bilden, der 
zwischen 90* an den Polen und 180" auf dem Äquator liegen kann, 
so ist das Gewicht etwas kleiner als die reine Schwere; im Maximum 
etwa ^/j "1^, wie die Vergleichung von g, und g", [496] zeigt, 

499. Hat man so ein für allemal den Unterschied zwischen reiner 
Schwere A und Gewicht G eines Körpers begriffen, so erkennt man 
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nach [495] auf der Stelle, daß die terrestrische Mechanik stets G 
nehmen muß, wo die abaolute Mechanik A nehmen würde. 

Gesetzt z, B. auf den Körper wirke nur die reine Schwere A. 
Dann ist seine absolute Beschleunigrun;^ nach der Grundg^leichung': 
— A Schwere 
" m Masse 

Daraus folgt die Beschleunigung' relativ zur Erde, d. h. die eig^ent« 
liehe Fallbeschleunigung {wenn g, außer acht gelassen wird): 



0-. =1 D- — e" = — - a" =, S-l = - . ^ 

****** m * ' m m Masse 

500. Also noch einmal: Nimmt man stets G statt A, so ist damit 
der Zentripetalbeschleunigung der Erddrehung implizite Rechnung 
getragen. Man macht dann sozusagen zwei Fehler, die sich gegen- 
seitig aufheben. Denn G ist von A, aber auch die terrestrische von 
der absoluten Beschleunigung verschieden, so daß die Grundglaichung 
Kraft = Masse X Beschleunigung doch wieder stimmt. 

Im besonderen ist äußerst wichtig, daß die terrestrische Statik 
genau so behandelt werden kann, wie die absolute Statik, weil hier 
der letzte der drei Unterschiede, die Coriolis'sche Beschleunig^ung g«, 
verschwindet. Wenn nämlich v, d. h. jetzt die terrestrische Ge- 
schwindigkeit, gleich Null ist, so ist nach [483] auch gc = 0, 

Sei daher der Anspruch an Schärfe auch noch so groß, wie z. B. 
bei Wägungen mit Präzisionswagen, es ist überflüssig, an die Erd- 
drehung zu denken. 

501. Die terrestrische Beschleunigung von CorioMs. Anders aber ist es 
bei scharfen dynamischen Bestimmungen der terrestrischen Mechanik, 
weil dann die Coriolis'sche Beschleunigung go oder die Coriolis'sche 
Kraft m ■ go hineinspielt. 

Oberträgt man [483], so ergibt sich go jetzt als Produkt der 
folgenden vier Faktoren. Erstens die Zahl 2, zweitens die Winkel- 
geschwindigkeit w der Erddrehung = 0,00 007 292, drittens die ter- 
restrische Geschwindigkeit v des betrachteten Körper3,_viertens der 
Sinus des Winkels zwischen v und w. Es steht g^ auf v und auf w 
senkrecht; man bestimmt die Richtung von go diu-ch Projizieren von v 
auf eine Ebene parallel zur Äquatorebene und Drehung der Projektion 
um 90" im entgegengesetzten Sinne der Erddrehung. 

502. Ablenkung bei freiem Fall nach Osten. Schon Hooke und 
Newton haben auf den ersten hierher gehörenden Fall aufmerksam 
gemacht. Es war einst ein beliebter Einwurf gegen das Kopernika- 
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nische Weltsystem, daß Körper, welche man ohne Anfangsgeschwindig-- 
keit fallen läßt, scheinbar nach Westen zurückweichen und sofort dem 
Blick verschwinden müßten, weil die Erde sich unter ihnen fortdreht. 
Als ob „ohne Anfangsgeschwindigkeit •* im terrestrischen Sinne 
nicht etwas ganz anderes wäre, als im absoluten Sinne. In Wahrheit 
wird sogar wegen der größeren Höhe ein kleiner Überschuß von 
absoluter Bewegung nach Osten vorhanden sein und der Körper ein 
klein wenig östlich von der Lotlinie niederfallen. 

503. In der Tat ist die Coriolis'sche Beschleunigung bei 
vertikalem Falten nach Osten gerichtet Die Ablenkung muß also 
östlich sein und ihre Größe läßt sich durch Integration leicht im 
voraus berechnen. 

Altere experim. enteile Versuche von H o o k e und Anderen waren 
nicht genau. Erst diejenigen von Benzenberg setzten sie auljer 
Zweifel und noch später ist von Reich bei Fallversuchen in einem 
160 m tiefen Schacht zu Freiberg in Sachsen fast völlige Oberein- 
stimmung zwischen Berechnung und Beobachtung (28,3 gegen 27,5 mm) 
erzielt worden. 

Damit war der erste experimentelle Nachweis der Coriolis'schen 
Kraft und im rückwärtigen Schluß der Erddrehung erbracht Ein 
neuerSiegdes Kop er nikanischen Weltsystems! (Übrigens sei bemerkt, 
daß die Reich 'sehen Versuche auch eine kleine Abweichung nach 
Süden ergeben haben, die darauf beruht, daß sich wähieod des Fallens 
die Richtung der Fallbeschleunigung ein wenig nach Süden krümmt 
Die Lotlinie ist nicht genau gerade.) 

504. Rechtsabweldiung der Geschosse. Auch für den schiefen Wurf 
hat man den Einfluß der Coriolis'schen Beschleunigung berechnet 
{P o i s s o n). Er zeigt sich außer in einer Änderung der Wurfw'eite 
in einer Ablenkung von der ursprünglichen Vertikalebene der Bahn, 
die auf der nördlichen Erdhälfte nach rechts, auf der südlichen nach 
links geht und bei den heutigen Geschwindigkeiten der Geschosse 
mehrere Meter betragen kann. 

Sie ist aber doch nicht groß genug, um bei der nicht ganz kleinen 
Unsicherheit der Anfangsrichtung und bei den zu befürchtenden 
anderen Ablenkungen durch Drall und seitliche Winde in Betracht zu 
kommen. Die Ballistiker pflegen sie nicht zu berücksichtigen, 

505. Der Foucault'sche Pendelvorsuch. AVenn ein Fadenpendel in 
einer vertikalen Ebene schwingt, so treten das Gewicht, welches 
immer vertikal bleibt und die Fadenspannung, welche immer die 
Richtung des Fadens hat, nie aus dieser Schwingungsebene heraus. 
Wohl aber ist dies mit der Coriolis'schen Beschleunigung der Fall! 
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Man denke sich das Pendel über dem Nordpol schwingend, wo 
die Lotrichtung- nicht nur terrestrisch, sondern auch absolut dieselbe, 
nämlich die Richtung- der Erdachse bleibt. Folgrlich muß die 
üchwingungsebene im absoluten Sinne ihre Stellung- behalten. Sie 
muß sich nach den Sternen orientieren, die Erde muß sich unter ihr 
fortdrehen. Die Schwingrungsebene muß daher im terrestrischen Sinne 
sich über der Erde drehen, wie die Himmelskugel, also mit der Uhr 
und darf erst (von der Steifigkeit des Fadens wird abgesehen) nach 
einer halben Umdrehung, also nach zwölf Stunden, wieder in ihre 
ursprüngliche Ebene (relativ zur Erde) geraten. 

506. Auf dem Südpol wäre das gleiche, nur entgegen der Uhr 
[20Ö]. An anderen Orten ist die Sache aber nicht so einfach, weil 
die Lotrichtung zwar terrestrisch, aber nicht absolut dieselbe bleibt, 
sondern in 24 Stunden einen Kegel um die Erdachse beschreibt 

Man hat vielmehr die Differentialgleichungen der Pendelschwin- 
gungen unter Hinzunahme der Coriolis'schen Beschleunigung nach 
mathematischen Methoden zu integrieren. Es gibt zwar auch eine 
elementare Ableitung, die man in vielen Lehrbüchern der Physik 
und mathematischen Geog^-aphie vorfindet Sie ist aber ein Zerrbild 
populärer Beweise, wie es glücklicherweise nicht oft vorkommt 

507. Elementarmathematik und Elementarmechanik genügen nicht 
mehr für manche Aufgaben. Sie können nicht zeigen, daß die Pendel- 
ebene sich durch die C o r i o 1 i s 'sehe Beschleunigung an jedem Orte 
gleichmäßig drehen muß, aber langsamer als an den Polen, weil 
die Winkelgeschwindigkeit dem Sinus der geographischen Breite pro- 
portional ist. 

Dies ist durch den berühmten Pendelversuch Foucault's 1850 
in Paris vollauf bestätigt worden. Fürwahr ein herrlicher und rein 
terrestrisch geführter experimenteller Beweis für die Drehung der Erde. 

508. Als zwei weitere Beispiele für die C o r i o 1 i s 'sehe Be- 
schleunigung seien noch angeführt: Das F o u c a u i t 'sehe schnell 
gedrehte Gyroskop in der Cardanischen Aufhängung, dessen 
Drehungsachse im absoluten Sinne seine Richtung behält, also im 
terrestrischen Sinne einen Kegel um die Erdachse beschreibt und die 
Rechtsablenkung der AVinde [504] von Nord nach Nordost und von 
Süd nach Südwest, 

In den meisten Fällen aber hat die C ori olis'sche Beschleu- 
nigung nichts zu bedeuten. Setzt man z. B v = 60000— —, also 

sec 

^ine sehr große terrestrische Geschwindigkeit, so wird höchstens: 
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509. Alles in allem hat sich gezeigt: 

1. Obgleich die planetarischen Geschwindigkeiten ungeheuer groß 
sind im Vergleich zu den terrestrischen Creschwindigkeiten, sind doch 
die planetarischen Beschleunigrungen verhältnismäßig klein zu den 
terrestrischen Beschleunigungen. 

2. Die terrestrische Beschleunigung eines irdischen Körpers ist 
von seiner absoluten Beschleunigung nur verhältnismäßig wenig ver- 
schieden. 

3. Die terrestrische Mechanik darf sich meist auf das uralte 
Ptolemäische Weltsystem stützen, d. h. sie darf Ruhe und Bewegung 
der Körper auf der Erde nach den Grundgesetzen der absoluten 
Mechanik behandeln. 

Diese Erkenntnis verscheucht auch die Skrupel, welche hinterher 
entstehen könnten, weil man sich bei Erläuterung der Grundlagen der 
Mechanik auf die terrestrischen Bewegungen berufen habe, als ob 
sie absolute wären. 
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§ 23. Dichte. Schwerpunkt und Massenmoment. 

510. Außer den bisher abgeleiteten gfeometrischeD und phoro- 
nomischen gebraucht die Mechanik auch noch g^ar manche Hilfsbegriffe, 
bei denen auch ihre materiellen Grundbegriffe, Masse und Kraft, 
verwendet werden. 

Durch sie sollen wichtige Erkenntnisse kurz und einfach aus- 
gedrückt werden, Erkenntnisse, die zwar, sofern sie allgemein sind, 
bereits in den Grundgesetzen [4-4] implizite stecken, aber doch aus 
ihnen erst entwickelt werden müssen, wie rein geometrische Lehrsätze. 

511. Massengeometrle. Von den aus Masse und Raum gebildeten 
Begriffen sind einige sehr alt, wie Dichte und Schwerpunkt, Andere 
aber, wie das Massenmoment, das Trägheitsmoment, hat man erst 
verhältnismäßig spät als termini technici eingeführt 

Trotz ihrer Wichtigkeit waren sie lange unter den übrigen Hilfs- 
begriffen verstreut, bis Haton de la Goupilliere sie (1857) unter 
dem Namen „G6om6trie des masses" gesammelt und ihnen die richtige 
Stellung gegeben hat. 

512. Dichte. In einem absoluten Maßsystem deßniert man die Maß- 
zahl ■/ der Dichte eines Körpers durch die Gleichung: 

m 

Dichte := Masse durch Volumen. 
Setzt man m = l, V = l, so wird auch ;' = !, d.h.: 
Einheit der Dichte ist die Dichte eines Körpers, der in der 
Volumen ei nheit die Masseneinheit enthält 
Die Dimensionsformel der Dichte ist: 



M-[-yJ = [m][l]- 
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513. Einheit der Dichte. Im C-G-S-System und deD entsprechenden 
Systemen [123] ist die Masaeneinheit identisch [122] mit der Meng-e 
"Wasser, die in die Volum e nein hei t hineingeht Folglich kann man 
hier sagen : 

Einheit der Dichte ist die Dichte des "Wassers (bei 4" C). 

Im technischen Maßsystem gilt diese Erklärung auch. Dann muß 
aber in [512] ein Proportionalitätsfaktor i eingeführt, d. h, es muß 
gesetzt werden : 

Jim 

)-= V-- 

Setzt man V = l cbm, so wird die Masse m = 1000 kg = 

technische Einheiten [146]. Also : 

Dieser Faktor ^ ist im technischen Maßsystem stets hinzuzufügen ; 
er ändert aber an den folgenden Betrachtungen nichts Wesentliches. 
Siehe auch [124], 

514. Durch Umkehrung von [612] folgt: 

m = yV, V=- 

y 

zur Berechnung von Masse aus Volumen und Dichte oder des Volumens 
aus Masse und Dichte. 

Newton hat die Dichte als Grundbegriff genommen und aus ihr 
nach der Formel m = / V die Masse erst definiert Später indessen 
hat man das Begrifisverhältnis umgekehrt und die Masse als Grund- 
begriff, die Dichte aber als Hilfsbegriff gesetzt. Es ist dies wegen des 
ersten Grundgesetzes der Mechanik, des Satzes von der Unverändei- 
lichkeit der Masse geschehen. 

Für die Dichte fehlt ein solches Grundgesetz, Sie kann durch 
Erwärmung, durch Änderung des Aggregatzustandes, durch chemische 
Prozesse usw. ihren Wert ändern. 

515. Mittlere Dichte. Formel [512] gibt die mittlere Dichte. Teilt 
man den Körper beliebig, nennt m„ m, . . . die Massen, V,, Vj,., die 
Volumina, y^ p",... die Dichten der Teile, so wird einerseits: 

_ m _ mj -|~ ""i + ■ ■ ■ 



und andererseits : 
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Daher nach Einsetzen : 

, 7.V,+y,V, + ... 
' V, + V, + ... 
Da V,, V,, . . , positiv sind, so ist y ein Durchschnittswert von 
'/^, 7, ■ . ■ Sind letztere stets einander g^leich, wie man auch den Körper 
teilt, so ist y ebensogroß wie sie. Der Körper wird dann homogen 
genannt. 

516. Der materielle Punkt Der Punkthaolen. Bei einem stetig-en Körper 
kann die Teilung unbegrenzt gedacht werden, bis die Teile unendlich 
klein geworden sind. Er besteht, wie man sagt, aus unendlich vielen 
materiellen Punkten, welche stetig aufeinander folgen. Es verschlägt 
aber nichts, wenn man ihn nach der in der Chemie herrschenden 
Atomtheorie alü einen Haufen getrennter materieller Punkte ansieht, 
von denen jeder eine sehr kleine Masse hat. 

Durch einen Grenzprozeß, der von der höheren Mathematik ein 
für allemal vorgeschrieben ist, geht man dann von dem Punkthaufen 
wieder zum stetigen Körper über [115]. 

517. Das spezItiSGhe GewJoht Mit der Dichte äußerst verwandt ist 
das spezifische Gewicht als das Gewicht eines gegebenen Volumens. 
Nimmt man Gewicht als Masse [128|, so sind beide sogar einerlei. 
Nimmt man aber Gewicht als Schwere, so sind sie einander pro- 
portional, wie Masse und Schwere, 

In beiden Fällen ist aber das spezifische Gewicht ein durchaus 
für die Wissenschaft entbehrlicher Begriff, den man nur da verwenden 
sollte, wo es nicht darauf ankommt, Masse, Schwere und Gewicht 
auseinanderzuhalten. Sonst soll man lieber nur Dichte oder Dich- 
tigkeit sagen. 

518. SchweriHinkt Olter Massenmittelpunkl. Die Lehre vom Schwer- 
punkt als dem Punkt, in welchem die Schwere angreift, geht bis auf 
Archimedes und noch weiter zurück. Jetzt pflegt man ihn nicht 
auf die Schwere, sondern auf die Masse zu beziehen als einen Punkt, 
in welchem man (in vielen Fällen) die gesamte Masse eines Körpers 
vereinigt denken darf. 

Daher entspricht das von Bernoulli und Euler gewählte Wort 
Massenmittelpunkt oder Massenzentrum der heutigen Auffassung viel 
besser, als das Wort Schwerpunkt. Doch i.st letzteres so fest gewurzelt, 
daß es kaum entbehrt werden kann. Auch ist es kürzer. 

519. Erste Erklärung, Der Schwerpunkt eines materiellen 
Punktes wird definiert als dieser Punkt selbst. 

Zweite Erklärung. Der Schwerpunkt zweier materieller Punkte 
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mit den Massen ni, und m, wird definiert als ein Funkt zwischen 
ihnen, der ihren Abstand in umgekehrtem Verhältnis dieser Massen 
teilt. Es soll also sein: 

P, S:SPj = m^rnii, oder: 

m, P, S = mj SP^, oder auch, da P^S^ — S^ist ]172]: 

m,SP; + m, SPj=:0. 

Sind die Massen gleich, so liegt S in 

^ . , £ &- der Mitte, Sind sie ungleich, so liegt S 

PI gj der größeren Masse näher als der 

kleineren. Verschwindet letztere ganz, 
so fällt S mit dem anderen materiellen Punkt zusammen. Siehe die 
erste Erklärung. 

520. Das Massenmoment Um die zweite Erklärung so zu verallge- 
meinem, daß sie für beliebig viele Punkte gilt, bedarf man eines 
Hilfsbegriffes, den Varignon durch eine wesentliche Umformung des 
uralten archimedischen Kraftmomentes erhalten hat [196]. Er ist das 
Massenmoment oder genauer das Massenmoment ersten Grades oder 
das lineare Massenmoment. 

Leider hat es noch keine feste Buchstabenbezeichnung erhalten. 
Hier soll es, da der Buchstabe M schon anderweitig zuviel beansprucht 
wird, mit N bezeichnet werden. 

521. Erklärung. Das Massenmoment N eines materiellen Punktes 
P mit der (einstweilen beliebig großen) Masse m in bezug auf einen 

Punkt O oder eine Gerade 1 oder 
p p eine Ebene E ist das Produkt aus I* 

T m und dem kürzesten Abstand 

zwischen P und O, oder P und I, 
oder P und E. Es wird als Strecke, 
als Vektor aufgefaßt in der Rich- 
tung von O nach P, welcher die 
l Länge hat [184]: 

Fig. 95a. Fig. 95b. N = m O P. Pig 95^ 

Dabei ist O entweder der gegebene 
Punkt selbst oder der Fußpunkt des kürzesten Abstandes von 1 oder E. 
Im ersten Falle heißt das Massenmoment polar, im zweiten axial, 
im dritten planar. 

Als Strecke kann p-.s auch den Richtungsstrich erhalten, z. B.: 
N - m ÖP. 

522. Einheit und Dimension. Das Moment einer Masse ist also sowohl 
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der Masse, als ihrem Abstand von dem Pol O oder der Achse I oder 
der Ebene E proportional. Ihre Dimenaionsfonnel lautet: 

[N] = [m][l]. 
Denn es wird eine Masse mit einer Länge multipliziert. Setzt man 
m = l, 0P=1, so folgt N==l, d.h.: 

Einheit des Massenmomentes ist das Moment der Masse 1 im 
Abstand 1. Im C-G-S-System ist sie also das Moment einer Masse = 1 g 
im Abstand = 1 cm. 

523. Erklärung-. Das Massenmoment eines Körpers oder Punkt- 
haufens in bezug- auf einen Punkt O (polar), oder eine Gerade 1 (axial), 
oder eine Ebene E (planar) ist die Resultante, d. h. die geometrische 
l,bzw. algebraische) Summe der Momente seiner materiellen Punkte. 

Es soll sein, wenn man in üblicher Weise den Buchstaben ^ als 
Zeichen für eine Summe nimmt: 

N=rmÖP. 

Die einzelnen Momente sind nach § 9 als Strecken geometrisch 
zu addieren. Das Ergebnis ist eine resultierende Strecke, die der 
Größe und Richtung nach mit N übereinstimmt 

524. Polare, axiale und planare Momente. 1- Ein polares Moment in 
bezug auf einen gegebenen Punkt O ist gleich der Resultante dreier 
pianarer Momente in bezug auf drei zueinander senkrechte, durch 
O gehende Ebenen. 

2. Ein axiales Moment in bezug auf eine gegebene Gerade I ist 
gleich der Resultante zweier pianarer Momente in bezug auf zwei 
zueinander senkrechte, durch 1 gehende Ebenen. 

.3. Ein axiales Moment in bezug auf eine gegebene Gerade 1 ist 
gleich der Projektion irgendeines polaren Momentes auf eine zu 1 
senkrechte Ebene, wenn man den Pol beliebig auf I annimmt. 

4. Ein planares Moment in bezug auf eine gegebene Ebene E ist 
gleich der Projektion irgendeines polaren Momentes auf eine zu E 
senkrechte Gerade, wenn man den Pol beliebig auf E annimmt. 

525. Nach [193] usw. gelten diese vier Sätze, wenn man statt der 
Momente die kürzesten Abstände von den betreffenden Punkten, 
Geraden und Ebenen setzt. Nach Multiplikation mit m gelten sie also 
auch für das Moment eines Massenpunktes und nach geometrischer 
Addition gemäß [523] auch für das Moment irgendeines Korpers 
oder Punkthaufens. 

Nach 1 und 2 kann man axiale oder polare Momente aus den 
pianaren sofort durch Zusammensetzung ermitteln. Nach 3 und 4 aber 
kann man die axialen und die pianaren Momente aus den polaren 
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sofort durch Projizieren finden. Es gfenügt also, wenn man nur die 
planaren oder wenn man nur die polaren Momente betrachtet. 

S26. Polare Momente. Es seien N und N, die 
polaren Momente eines geg^ebenen Körpers mit der 
Gesamtmasse M = im in bezug auf zwei beliebige 
Punkte O und O,. Zwischen ihnen besteht die Gleichung: 
N^= N"— M . OO;' oder N = K~,—M. . 07a 
Beweisi Für jeden Punkt P ist [187]: 
^ ^P-ÖP— ÖÖ;, also auch [184]: 

^ie-96- m'Ö7P = m.OP — m-OO;, 

daher nach geometrischer Addition über alle materiellen Punkte: 
2-m-0,P"=Jm."OP— .TmOO,, d.h. 
N; = N — M.ÖÖ;, q.e.d. 
Kennt mau also die Gesamtmasse und irgendein polares Moment, 
so lassen sich hiernach alle polaren Momente sofort finden. 

527. Es folgt ferner : Niemals kann es zwei Punkte O und 
O, geben, für welche der Korper dasselbe Moment hat, der Größe 
und Richtung nach. Denn setzt man N, =N, so folgt M-OO, =0, 
also, da M als Gesamtmasse nicht verschwinden kann : O O, = 0, d. h. 
O muß mit O, zusammenfallen. 

Und ferner: Es ist stets möglich, einen Punkt O, so zu bestimmen, 
daß der Körper in bezug auf ihn ein der Größe und Richtung nach 
gegebenes Massenmoment N, hat. Denn durch Umkehrung folgt: 

' M 

und damit OO, der Größe und Richtung nach, also die Lage von O,. 

528. AllQemelne Definition des Schwerpunktes. Ini besonderen ergibt sich : 
Es gibt immer einen und nur einen Punkt S, in bezug auf welchen 

das polare Moment eines gegebenen Körpers vollständig verschwindet, 
d. h. für welchen sich die Produkte aus Masse und Abstand gegen- 
seitig aufheben. Dieser Punkt S heißt der Massenmittelpunkt 
oder der Schwerpunkt. 

Man überzeuge sich, daß diese allgemeine Definition des Schwer- 
punktes die besonderen Krkiärungen [519] offenbar einschließt. Denn 
für einen Punkt sagt die Bedingung X — m S P — aus, daß S und P 
zusammenfallen und für zwei Punkte soll sein: 
m,SP; + ni,SP;=M. 

529. Auffindung des Schwerpunktes. Setzt man in die allgemeine 
Gleichu„sr[ö26]. B„„,,L,OOglC 
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für O, den Schwerpunkt S, so soll Nj = werden. Also: 

a) N = M-OS; oder: b) ÖS"=-JJ-. 

Zur Auffindung des Schwerpunktes g^eniigt also nach b) die 
Kenntnis der Gesamtmasse M und eines einzigen polaren Momentes ST. 
Umgekehrt folgt nach a) aus der Lage des Schwerpunktes und der 
Gesamtmasse sofort das polare Moment in bezug auf jeden beliebigen 
Punkt O des Raumes. 

530. Die Formel a) ergibt in Verbindung mit den vier Sätzen 
[524] den folgenden Hauptsatz dieser Theorie: Für alle Massen- 
moniente ersten Grades, polar, axial oder planar, kann der Körper 
ersetzt werden durch seinen Schwerpunkt, wenn man in ihm die 
Gesamtmasse M vereinigt denkt. 

Moment der Masse = Gesamtmasse X Abstand des Schwerpunktes. 

Es ist dies ein erstes Beispiel für den Schwerpunkt als berufenen 

Vertreter des ganzen Körpers [51H|. Andere Beispiele werden folgen. 

531. Analytische Berechnunfl der Momente. Fs seien F, (x,, y,, z,), 
Pj (x,, Yj, z^) . . . die gegebenen materiellen Punkte, m,, m, . . . ihre 
Massen. Dann sind die planaren Momente in bezug auf die yz-, die 
zx- und die xy-Ebene: 

IN, = i' m • X = m, s, + m, X, + . . . 
N, =Zm.y = miy,-f m^y,-!-... 
Ni = i' m ■ z = m, Zj -|- m, Zj -|- . . . 
Femer ist die Gesamtmasse: 
b) M = i" m = ni^ -|~ "'s "l~ ■ ■ - 

532. Die Koordinaten des Schwerpunlites. Aus diesen vier Größen: 

N„ N„ N., M 
ergeben sich sofort die Koordinaten x„ y„ z, des Schwerpunktes S. 
Denn es muß sein f530J: 

a) N. - M - x„ N, = M . y., N, = M - z, 

und hieraus: 

_ N, ^^ _ N, 

' ^' "M"' ^" M ' ^" M ' 

Diese Formeln sollen zuerst in Varignon's Statik stehen [49]. 
Seitdem sind nach ihnen unzähÜgemnl Schwerpunkte errechnet worden. 

533. Scliwerpunlitsberechnuna fBr einen stetigen Kfirper. Es ist an den 
Formeln [531] eine entsprechende Änderung vorzunehmen. Da der 
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Körper in unendlich viele materielle Punkte mit unendlich kleinen 
Massen zerlegt zu denken ist, so schreibt man nach Leibniz dm 
statt m [296] und auch nach Leibniz das Integral zeichen / statt 
des Summenzeichens I. So folgt: 

N» = / X dm, N, = / y dm, N, = / z dm, M = / dm. 
An [532] ändert sich jedoch nichts. Die Berechnung von 
Integralen aber ist Sache der Integralrechnung. Mit dem Anschreiben 
obiger Formeln ist daher für die Elementarmechanik ihre Aufgabe 
vollbracht. 

534. In besonderen Fällen kann die Auffindung des Schwer- 
punktes erleichtert werden. 

1. Liegen alle Punkte P,, P^ . . . ganz (oder nahezu) in einer 
Ebene, so liegt der Schwerpunkt in derselben Ebene. Denn macht 
man sie zur x y-Ebene, so verschwinden z„ Zj, . . . Es verschwindet 
daher N, und somit auch z». Ebenso: Liegen alle Punkte in einer 
Geraden, so liegt der Schwerpunkt in derselben Geraden. 

2. Hat der Körper eine Symmetrieebene, so liegt der Schwerpunkt 
in ihr. Man nehme sie zur xy-Ebene, so haben die symmetrisch 
zu ihr liegenden Punkte gleiche m, aber entgegengesetzt gleiche z. 
Die Bestandteile von N, heben sich auf. N, verschwindet, also auch z,. 

Ebenso: Hat der Körper eine Symmetrieachse, so liegt der 
Schwerpunkt in ihr. Bei Umdrehungskörpern z. B. liegt er in der 
Umdrehungsachse. Sind mehrere Symmetrieachsen vorhanden, so fällt 
der Schwerpunkt mit ihrem Durchschnittspunkt zusammen. Bei einer 
homogenen Kugel liegt er im Mittelpunkt. 

535. 3. Wenn der Körper in mehrere Teile zerlegbar ist, deren 
Schwerpunkte bereits bekannt sind, so kann man die Masse jeden Teils 
in dem zugehörigen Schwerpunkt vereinigt annehmen. 

Es mögen sich die Indizes 1, 2, ... auf die Teile beziehen, 
während bei dem ganzen Körper kein Index stehen soll. Dann Ist 
offenbar: 

M = M,4-Mj+..., Nx = N,, + N^+... 

_ N. _ N., _ N^ 

^■- M ' "•'^ M,"' '^'~ M, ' ■■■ 
und hieraus sofort: 

_ x.,M,+x.,M ,+ ■ ■ ■ 

^■~"~m;+Mj+... 

ebenso folgen y, und z,. Der Satz ist bewiesen. 
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S36. Experimentelle Bestimmung des Schwerpunktes ist nur bei einem 
testen Körper mög'licli. Hangt man itin an einem Faden auf, so muß 
dessen Richtung- durch den Schwerpunkt g-ehen. Denn die Faden- 
spannungf muß die Schwere aufheben, und der Schwerpunkt ist zu- 
g-leich „Angriffspunkt der Schwere" [934]. 

Der Faden bezeichnet eine gerade Linie, in welcher der Schwer- 
punkt iiegt- 

637. BeomeMscher Schwerpunkt. Setzt man nach jöl4] y V statt ra, 
also /dV statt dm, so wird: 

'~ JydV ■ 
Entsprechend y, und z,. Lst der Körper homog'en, also die Dichte 
durch den ganzen Körper hindurch konstant, so kann y fortgehoben 
werden. Es wird: 

- lxd_V 

^' ~" * / d V 
usw. Man nennt einen solchen Schwerpunkt einen Volumen- 
Schwerpunkt Bei nicht homogenen Körpern hat man also wohl 
zu unterscheiden zwischen Schwerpunkt seines Volumens und dem 
Schwerpunkt seiner Masse. 

Statt eines Volumens kann auch eine Fläche oder eine Linie 
gegeben sein, deren Schwerpunkt gesucht wird. An Stelle von dV 
tritt dann das Flächenelement dF oder das Linienelement dl. 

538. Geometrische Schwerpunkte können 
häufig durch einfache Konstruktionen gefunden 
werden, welche die Integrationen ersparen. Ist 
z. B, ein Dreieck ABC gegeben, so zerlege man 
es durch sehr nahe Parallelen zu einer Seite in 
sehr schmale Streifen. Der Schwerpunkt jedes 
Streifens liegt in seiner Mitte, und da alle Mitten 
auf der Mittellinie liegen, so der Schwerpunkt 
auch [534], Er ist der Durch seh nittsp unkt der ß~ 
drei Mittellinien. 

Damit ist in der Hauptsache die Bestimmun] 
der Schwerpunkte alier ebenen Polygone vorgezeichnet, da man sie 
in Dreiecke zerlegen und dann [535] anwenden kann. 

539. Mittelpunkt geometrischer Punkte. Nimmt man beliebig viele 
Punkte P„ Pj . . . an, legt ihnen allen dieselbe Masse, etwa die 
Masse 1 bei, so ergibt [531] und [532], wenn man die Anzahl der 
Punkte mit n bezeichnet: 

D:3nz.,J,>L.OOglC 




Ig4 § ^■^' Trägheitsmomeat und Tenraiidte BegiitTe. 

^^ x. + >,, + . ..4-K„ 

ebenso y, und z,. 

Für n = 2 ist dieser geometrische Mittelpunkt die Mitte selbst. 
Für n =^ 3 fällt er mit dem Schwerpunkt der Dreiecksfläche zusammen, 
deren Ecken die drei Punkte sind. 

540. Zur Übung sind solche Betrachtung-en sehr nützlich. Für 
die Grundlegung' der Mechanik aber kommt es hauptsächlich auf 
Schärfe der Begriffsbestimmung' an, daß man sich Rechenschaft 
darüber gibt, was der Schwerpunkt nach seiner Definition 
sein soll, und wie seine Theorie mit der Theorie der {linearen) 
Massenmomente zusammenfällt. 

Auch soll man nicht vorzugsweise an feste Körper oder gar 
homogene feste Körper denken, sondern auch an Flüssigkeiten und 
üase, an beliebige Punkthaufen, kurz an beliebige materielle Systeme, 
wie z, B. das Sonnensystem. Man soll sich gegenwärtig halten, daß 
immer ein und nur ein Massenmittelpunkt vorhanden ist, der gar nicht 
mit einem der materiellen Punkte zusammenzufallen braucht, wie z. B. 
bei der Hohlkugel, wo er in die leere Mitte fällt. 

Namentlich aber soll man sich klar werden, in welchen FällcD 
der Schwerpunkt als Vertreter des ganzen Korpers gelten darf [630|. 



§ 24. Trägheitsmoment und verwandte Begriffe. 

541. Die Massenmomente zweiten Srades. tn diesem Paragraphen soll es 
nur darauf ankommen, was man unter diesen Hilfsgrößen versteht, aber 
noch nicht darauf, wann und wozu sie angewendet werden und woher 
sie ihre Namen haben. Dies wird alles nachgeholt werden. 

Die Massenmomente zweiten Grades sind wie diejenigen ersten 
Grades Hilfsgrößen der Massengeometrie. Nur sind sie geometrisch 
von der zweiten Dimension. 

542. Das TrSfheitSmoment ist das wichtigste unter ihnen. Sein 
Begriff beruht auf folgender Erklärung: 

Das Trägheitsmoment T eines materiellen Punktes P (Fig. 95 a, b, c) 
in bezug auf einen Punkt O oder eine Gerade 1 oder eine Ebene E 
ist das Produkt aus seiner Masse und dem Quadrat des kürzesten 
AbStandes. 

T;=m-{OP)'. 
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Es g-ibt also polare, axiale und planare Träg-heitsmomente [521 1, 
Doch rag-en die axialen, welche Euler eing-eführt hat, weg^en ihrer 
Verwendung bei der Drehung an Bedeutung- hervor [644]. 

543. Im Gegensatz zum linearen Moment erhält T keine Richtung. 
Es hat nicht einmal ein Vorzeichen oder doch, wenn man ihm eines 
geben will, nur das Vorzeichen -|-. Es ist also skalar. 

Setzt man m=^l, 0P^=1, so wird auch T = 1, d. h.: Einheit 
des Trägheitsmomentes ist das Trägheitsmoment der Masse 1 im 
Abstand 1. 

Die DimensioDsformel lautet; 

[T] = |„,].[l]'. 

544. Das Trlgheitsmoment eines Kürpers wird erklärt als die Summe 
der Trägheitsmomente seiner materiellen Punkte. Diesmal ist aber 
die absolute Summe, die Summe schlechthin, gemeint. 

T = rm-(OP)'. 
Das Trägheitsmoment eines dreidimensionalen Körpers kann nie 
verschwinden. Es hat vielmehr einen kleinsten Wert, ein Minimum, 
unter das es nicht herabsinken kann, wo man auch Pol O, Achse 1 
oder Ebene E annimmt. 

545. ZurückfUhrung auf planare Momente. I- Ein axiales Trägheits- 
moment ist die Summe zweier planaren in bezug auf irgend zwei sich 
in der Achse 1 senkrecht schneidende Ebenen. 

Es istt c*=^a*-j-b-, also mc*^m a*-[-m b', also auch: 
im c'^i'ma*-)- Jfmb^ qe -d. 

2. Ein polares Trägheitsmoment ist die 
Summe dreier planaren in bezug auf irgend 
drei sich im Pol O senkrecht schneidende 
Ebenen. 

Beweis ganz wie vorhin. Die beiden 
Sätze entsprechen [524] 1. und 2., mit dem in 
[544] genannten Unterschied. Dagegen fallen 
3. und 4. hier aus, da man Trägheitsmomente 
nicht projizieren kann, weil sie keine 
Strecken sind. 

546. Gegeben sei ein rechtwinkliges Koor- 
dinatensystem. Man bezeichne mit Tj, Tj, T, 

die planaren Trägheitsmomente für die yz-, zx-, xy-Ebene, mit T„ 
T„ Tz die Trägheitsmomente für die x-, y-, z-Achse und mit T das 
polare Trägheitsmoment für O. Dann ist: 
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Tj = i: m y», Tj = . 
r m ff,', T, = i' m ß.* 



T = i-ml*. 



und: 

T, — T, + T„ T, = T, + Tj, T. = T, + T,, T = T, + T, + T,. 
Man kann aber auch von den axialen Momenten ausjrehen. 
Denn durch Unikehrung erg^ibt sich: 

_ T, + T, + T. T _ -T, + T, + T, 



T, = - 



T, : 



T. — Ty + T. 







Fig. 99. 



547. TrSoheltsmoment und SchwerpunkL 
Die Trägheitsmomente verschwinden 
nicht fiü: den Schwerpunkt und für 
Schwerpunktsachsen und Schwer- 
punklsebenen. Wohl aber sind sie 
kleiner als für andere Punkte, Achsen 
und Ebenen. Sie sind kleinste Werte 
oder Minima. 

Was aber am wichtigsten ist: Alle 
übrigen Trägheitsmomente können 
auf sie zurückgeführt werden, ver- 
mittels einer Formel, die im wesent- 
lichen schon Huyghens benutzt hat: 

T = T, + MA*. 
Hier bedeuten: 
T ein polares Moment, bezogen auf irgendeinen Pol O, oder 
ein axiales Moment, bezogen auf irgendeine Gerade I, oder 
ein planares Moment, bezogen auf irgend- 
eine Ebene E; 
Tp das polare Moment, bezogen auf den 
Schwerpunkt S, oder das axiale Moment, 
bezogen auf die zu 1 parallele Schwer- 
punktsachse lg, oder das planare Moment, 
bezogen auf die zu E parallele Schwer- 
punktsebene Egj 
l;s^ den kürzesten Abstand beider Pole, oder 
beider Achsen, oder beider Ebenen. 
548. Beweis für planare Momente, Es sei E zur yz-Ebene ge- 
macht und dann das Koordinatensystem in der Richtung der x-Achse 
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um den Abstand /\ so verschoben, dai5 E^ zur neuen yz-Ebene wird. 
Dann ist für einen beliebigen Punkt P: 

x = x,-|-Ai x*^='^)'+^ A'^i) + A*. a'so auch: 
Jmx' = i'mXo*+2 A-ni^ + A'-'m. 

Links steht T; das erste GUed rechts ist T^,, das zweite ver- 
schwindet, da — ni3^, das lineare Moment in bezugr auf die Schwer- 
punktsebene E^ bedeutet. Das dritte ist /\,*M, daher: 
T=:T„-|-MA*, q- e. d. 

Entsprechend wird der Beweis für achsiale und polare Momente 
erbracht. Eine vorzügliche Anwendung in [892]. 

649. Die Gesamtheit aller Träjyheitsmomente eines Körpers wird 
hiernach auf die Gesamtheit der Trägheitsmomente für den Schwer- 
punkt, für Schwerpunktsachsen und Schwerpunktsebenen zurück- 
gebracht. Es ist also nur noch für diese eine besondere Theorie 
erforderlich. 

Sie rührt von Euler her, der ihretwegen noch eine zweite Art 
von Massen momenten zweiten Grades eingeführt hat. ohne sie be- 
sonders zu bezeichnen. Später sind sie von Rankine Deviaiions- 
momente und von Coriolis Zentrifugalmomente genannt worden. 
Letztere Benennung ist wohl besser [623]. 

550. Das Coiiolis'sche Zentritusalmoment setzt irgendein senkrechtes 
Ebenenpaar Ej, Ej (Fig. 98) und eine Festsetzung voraus, nach 
welcher die Lote a und b auf der einen Seite von E, und Ej positiv 
und auf der anderen Seite negativ zu nehmen sind. Dann ist das 
Coriolis'sche Zentrifugal moment eines materiellen Punktes: 

D = m a b. 
D ist also positiv, wenn a und b gleiche, negativ, wenn sie un- 
gleiche Vorzeichen haben. Eine Richtung erhält O nicht. 

551. Das Coriolis'sche Zentrifugal moment eines Körpers wird 
erklärt als die algebraische Summe der Momente seiner Punkte: 

D = iniab, 
D kann positiv und negativ sein. D kann sogar bei geeigneter 
Wahl von E, und Ej verschwinden. Dies ist z. B. stets der Fall, wenn 
Ej oder Ej Symmetrieebene des Körpers ist. 

662. In bezug auf die Achsen und Ebenen eines Koordinaten- 
systems, hat man bei jedem Körper sechs Momente zweiten Grades, 
nämiich drei Trägheitsmomente: 

T,, T,, T, oder an ihrer Stelle T„ Tj., T, (546] 

und drei Zentrifugal momente in bezug auf zwei Koordinatenebenen: 

Dj = i' m y z, D, = i' m z X, D, = ^ m x y. 
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S53. Euler's Theorie der Trägheitsmomente. iMan nehme irg-eadeiue 
Ebene E durch O (Fig-. 39), und bezeichne die Richtungswinkel des auf 
ihr in O errichteten Lotes l mit a, ß, y. Dann ist die Länge a des 
Äbstandes eines beliebigen Punktes P (x, y, z) von E oder, was das- 
selbe ist, der Projektion von OP auf das eben genannte Lot [195] 
nach [246]: 

azzi;xcosa-|-ycos,:f-f-2cos;', daher: 
a* ^ X* cos* a -{- y* cos' i* -|- z* cos' ;< -|- 2 y z cos ^ cos / -|- 2 z x cos / cos « 

+ 2 X y cos a cos ß. 

Multipliziert man mit m und addiert, so folgt das planare Träg- 
heitsmoment für die Ebene E: 

Tb ^ - m a* ^ cos* « T, -|- cos* ßT^-^- cos* ;- T, + 2 Dj cos ß cos / 
-f 2 Dg cos y cos e + 2 Dg cos a cos ß. 

Es genügen also wirklich die sechs in [652] genannten Momente 
zur Berechnung jedes Tk. 

5&4. Nimmt man das vorhin genannte Lot 1 als Achse eines 
axialen Trägheitsmomentes Tj, so sind Tj und Tg zusammen gleich 
dem polaren Trägheitsmoment, also =T^-|-Tj-|-Tj [546]. Daher: 
T, = T,-1-T,+T, — Tb. 

Setzt man hier für Tg den vorigen Wert ein, berücksichtigt die 
Gleichung [238]; 

cos* a 4- cos* ß -f- cos' y^l 
und ersetzt nach [546] zuletzt T,, Tj, T, durch T», Tj und T„ so ent- 
steht nach kleinen Umrechnungen die Euler'sche Forme!: 
Ti ^ Tx cos* ß -|- T, cos*/f-]-TMCos*7 — 2 0, cos /f cos;' — 2Dj cos y cos« 
— 2 Dj cos a cos ß. 

566. Die Formeln für T| und Te lassen sich noch erheblich ver- 
einfachen, wenn man das Koordinatensystem um O dreht und die 
Transformationsformeln [264] anwendet, 

Enler hat gezeigt, daß man so D^, D,, D, zum Verschwinden 
bringen kann. (Der Beweis fehlt hier.) Es sei also: 

D, = 0, D, == 0, Dg ^ 0, 
so wird kürzer: 

Ti = T, cos* a -f- T, cos* ß -f T. cos* •/. 

556. Die drei freien Achsen. Bisher (von [553] bis [555]) war der 
Anfangspunkt O beliebig gewesen. Man wird ihn aber wegen [ä49| 
meist mit dem Schwerpunkt S zusammenfallen lassen. Euler be- 
zeichnet dann die eben eingeführten Achsen, für welche D^, D, Dj 
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verschwinden, als freie Achsen (vgl. [624]) und die zug^ehörigen Träg- 
heitsmomente als Hauptträgheitsmomente. Sie seien: 
A, B, C. 
Es ist dann das Trägheitsmoment für eine beliebige (also im all- 
gemeinen unfreie) Schwerpunktsachse 1 mit den Richtungswinkeln a, jJ, y: 
Ti ^ A cos* ß + B cos* (■J -)- C cos° ;-. 
Diese Formeln von Euler und die Formel [547| von Huyghens 
sind die Grundlagen zur Berechnung von Trägheitsmomenten für 
beliebige Achsen, 

557. Die drei Hauptträgheltsmomente. Im allgemeinen sind A, B und 
C alle drei voneinander verschieden. Es sei: 

A>B>C. 
Uann ist A nicht allein größer als B und C, sondern es ist das 
größte unter allen Trägheitsmomenten T| überhaupt. Denn es er- 
gibt sich: 

A — Ti = A {1 — cos* ß) — B cos* (i — C cos* ;' 
oder nach [238]: 

A — Ti = (A — B) cos* ;1-\-(A— C) cos= ;-, 
also nach Voraussetzung positiv. Ebenso ergibt C das kleinste 
Trägheitsmoment. B, das mittlere Hauptträgheitsmoment ist ein sog. 
Maximum-Minimum, 

558. Zwei gleiche Hauptträgheitsmomente. Aus [.557] folgt, daß es im 
allgemeinen nur drei freie Achsen geben kann. Anders, wo zwei 
Hauptträgheltsmomente gleich sind, etwa: 

C = B. 
Dann wird; 

Ti = A cos* ß + B (cos* ;i + cos* ;-), also [238] : 
= A cos* « + B (1 — cos* ß) 
= A cos* ß + B si n* «. 
T| hängt nur von a, d. h, von der N'eigung gegen die x-Achse 
ab. Der Körper ist ein Rotationskörper um die x-Achse (z. B. ab- 
geplattete Erde oder Geschoß) oder er verhält sich doch für die 
Trägheitsmomente wie ein solcher. 

Also erstens eine vereinzelte freie Achse mit dem Hauptträgheits- 
moment A und zweitens unendlich viele freie Achsen, welche alle in 
der zu ihr senkrechten Ebene liegen und gleiche Trägheitsmomente 
B haben. 

559. Drei gleiche HaupttrSgheitsmomente. Ist: 

A = B - C, 
so wird: 
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T, = A (cos* a + cos* ß + cos* y), also [238] : 
Ti = A. 
Alle Trägheitsmomente sind einander gleich. Jede Schwer- 
puoktsachse ist eine freie Achse. Der Körper ist eine Kugel oder 
verhält sich doch für die Trägheitsmomente wie eine solche. 

560. Hat der Körper beliebige 
Gestalt und Massen Verteilung, dann 
ist die Auffindung seiner freien 
Achsen recht umständlich [555]. 
Ist er aber homogen und auch sym- 
metrisch, so braucht man nach 
ihnen nicht lange zu suchen. Für 
ein homogenes Rechtflach z. B. mit 
den Seiten 2 a, 2 b, 2 c liegt der 
Schwerpunkt offenbar in der Mitte 
und fallen die freien Achsen mit 
den Parallelen zu den Kanten zu- 
sammen. 




Fig. 101. 



Bezeichnet man noch die Dichte mit y und führt die Gesamtmasse 
M^Sabc;- ein, so ergeben die Summationen oder vielmehr Inte- 
grationen: 



Ti =M" 



i ' 



= M-; 



=M-: 



Aus T, , Tj, T, folgen nun die Hauptträgheitsmomente T^ , 
[546] oder A, B, C: 



= M- 



.M" 



3 



Sind zwei Kanten gleich, etwa b = c, so wird B = C. Ein Stab 
mit quadratischem Querschnitt verhält sich für Trägheitsmomente wie 
ein Umdrehungskörper. Sind alle drei Kanten gleich, so wird A — 
B = C. Ein Würfel verhält sich für Trägheitsmomente wie eine Kugel. 
Jede Achse ist eine freie Achse. 

661. Das Polnsot'sche Zentralelllpsoid. Poinsot hat diesen Ent- 
wicklungen Euler's einen ausgezeichneten geometrischen Abschluß 
gegeben durch Einführung des Zentralellipsoides oder zentralen Trag- 
heitsellipsoides. 

Es entsteht, wenn man auf jeder Schwerpunktsachse 1 von S 
aus (nach beiden Seiten) eine Strecke aufträgt, welche der Quadrat- 
wurzel aus T] umgekehrt proportional ist, 

D:3nz.,J,>L.OOglC 



g Si, TcSgbeitsmoment nad verwuidie Begriife. 191 

Auf den freien Achsen sind also aufzutragen: 
l i. ). 

^ = Ta' ^=W' "=ic- 

und auf einer beliebigen Aciise 1 eine Streclce; 
i 

/ ist dabei eine beliebig" anjfenomniene Zahl. Quadriert man diese 
vier Gleichungen und eliminiert dann A, so foigt: 

a' b* c* 

Setzt man in [556] ein und dividiert durch Tj, so folgt weiter: 



1-- 



r'cos'ß r^cos*;- 



Und hieraus endlich, wenn man die Koordinaten des Endpunktes 
von r mit x, y, z bezeichnet, nach [242]: 

a b c 

Dies ist die Gleichung eines dreiachsigen Elüpsoids. Es wird im 
Fall [558] zum Rotationsellipsoid und im Fall [559] zur Kugel. 

562. Der Trägheitsradius wird fast nur bei axialen Momenten an- 
gewendet. Man definiert ihn als denjenigen Abstand R von der 
Achse I, in welchem man die gesamte Masse vereinigt denken müßte, 
wenn sie dasselbe Trägheitsmoment ergeben sollte, wie der Körper 
selbst. Also: 



a) T-MR', R=l/I. 



Führt man, wie in [547], die parallele Schwerpunktsachse 1^ und 
das zugehörige Trägheitsmoment T^, sowie den entsprechenden Träg- 
heitsradius Rp und den Abstand A ^'i- >^° folgt; 

b) T„ = MR„^ R„ = y!^o. 

Nun ist [547]: T = To+MA* 

also, wenn a) und b) eingesetzt und R berechnet wird: 



c) R = y Ro' + A". 

Der Trägheitsradius ist also stets größer als der Abstand A des 
Schwerpunktes. Der Unterschied wird aber um so kleiner, je großer A ist. 
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563. OeometrisGheTrfiBheitsmomente. Träg-heitsmomente von Volumina, 
von Flächen, von Linien können genau so eingeführt werden, wie die 
entsprechenden linearen Momente [ö37j. Man hat dann statt der 
Massenelemente nur Volumenelenienle oder FJachenelemente oder 
Linienelemente zu nehmen und die vorg^eschriebenen Integrationen 
zu leisten. 

So ist z. B. das Trägheitsmoment eines Kreises für einen Durch- 

TT r* 2 /r r* 

messer ^ — --, einer Kugel für einen Durchmesser — — r: — und eines 

Rechteckes mit der Grundlinie a und der Höhe h für eine Parallele 
ah* 
Tä ' 

564. Anwendungen der Trägheitsmomente. Es sei nochmals wiederholt, 
was zu Anfang dieses Paragraphen betont worden ist. Wozu Trägheits- 
momente, freie Achsen, Zentrifugalmomente usw. gebraucht werden, 
darauf sollte es hier noch gar nicht ankommen, sondern nur, was man 
unter ihnen auf Grund von Definitionen verstehen will. 

Die Anwendungen werden folgen. Dort wird sich auch Gelegen- 
heit finden, die Namen zu erklären, welche nur im Zusammenbange 
mit diesen Anwendungen verstandlich sind. 



§ 25. Massenbeschleunjgung und Trägheitskraft, 
Schwerpunktssätze. 

565. Die Massenbeschleunigung ist von Schell eingeführt worden 
als Abkürzung für Produkt aus Masse und Beschleunigung, aber doch 
in der Absicht, einen neuen und wertvollen Hilfsbegriff zu schaffen. 
Eine besondere Bezeichnung hat sie nicht erhalten. Selbstverständlich 

ist sie eine Richtungsgröüe, welche dieselbe Richtung hat wie die 
Beschleunigung. 

Aus der Gleichung: 

MassenbeschleunigTing ^m-g 
folgt: 

1. Einheit der Massenbeschleunigung ist die Massenbeschleunigung 
der Masse 1 bei der Beschleunigung 1. 

2. Die Di mensions formet der Massenbe-schleunigung ist; 

Hl8:l-Wll||t|-'. 
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666. Massenbeschleunigung und Kraft. Das vierte Grundg-esetz der 
Mechanilc [44J sagt aus: Die Masseabeschleunigung' hat stets eine 
Kraft bzw. die Resultante von Kräften zur ud mittelbaren Ursache und 
ist ihr proportional, so daß beide bei geeigneter Wahl der Einheiten 
gleiche Maßzablen haben: 

Kraft = Massenbeschleunigung 
K = m.g. 

.Selbstverständlich wird wahre oder absolute Bewegung oder 
doch eine solche Relativbewegung vorausgesetzt, in welcher die Be- 
schleunigung gleich der absoluten Beschleunigung ist [479]. Für 
Massen besah leunigun gen bei beliebigen Relativbewegungen gilt die 
Gleichung durchaus nicht; siehe g 22 über terrestrische Mechanik und 
Coriolis'sche Beschleunigung. 

567. TrSgheltshrafL d'Alembert hat statt der Massenbeschleuni- 
gung ihren entgegengesetzten Wert als Effektivkraft oder Trägheits- 
kraft eingeführt. Die Trägheitskraft entsteht also aus der Massen- 
beschleunigung durch Umkehrung der Richtung. 

Trägheitskraft = — Massenbeschleunigung ;= — m.g 

d'Alembert wollte nicht schreiben K = mg, sondern um der 
Form nach Dynamik auf Statik zurückzuführen (vgl. [181 1): 
K + {-mg) = 0. 

Und nun konnte er sagen: Die Kräfte sind immer im Gleich- 
gewicht, nur muß man bei der Bewegung zu den wirkenden Kräften 
noch die Trägheitskräfte hinzunehmen, welche bei der Ruhe ver- 
schwinden. 

668. TrägheltshrSfte und Reaktio. Da die Trägheitskräfte diejenigen 
Kräfte sein sollen, welche den auf den Körper oder das materielle 
System wirkenden Kräften das Gleichgewicht halten würden, so 
stimmen sie nach Größe und Richtung vollständig mit denjenigen 
Kräften überein, welche der Körper seinerseits als Reaktionen ausübt 
nach dem Prinzip der Aktio und Reaktio. 

Diese Reaktionen sind es ja, die wir als Widerstände fühlen, wenn 
wir den Körper in Bewegung setzen wollen [36]. Sie sind die Kräfte, 
mit denen der Körper sofort seine Trägheit bezeugt, wenn 
äußere Kräfte auf ihn einwirken, 

569. ZentrHugalkrafL Die bei einer Drehung auftretenden Träg- 
heitskräfte nennt man Zentrifugalkräfte, von denen man zu sagen 
pflegt, sie wirken auf den Körper, welcher sich dreht, während man 
richtiger sagen sollte, sie wirken von dem Körper, welcher sich 
dreht, auf diejenigen Körper zurück, welche auf ihn Kräfte ausüben, 
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daß er sich dreht [oder auch, sie wirken von einem Teil des sich 
drehenden Körpers auf die umgebenden Teile]. 

Wird z, B. ein Stein an einem Faden herumg-eschleudert, so wirkt 
der Zug des Fadens auf den Stein nach innen als Zentripetal- 
kraft. Die Zentrifugfalkraft aber ist die Reaktio, die von dem 
Stein auf den Faden aiisg^eübt wird in der Richtung^ nach außen. 

570. Zeriegung von Massenbeschleunigungen. Da MasseäbeschleuDi- 
gungen (oder Träg^heitskräfte) Richtungsg^ößen sind, so können sie 
geometrisch zerlegt werden. Nach den Koordinatenachsen entstehen 
so die Komponenten [3Ö0]: 

m gx , mg,, mg. 
oder, was dasselbe ist [330]: 

d^x d*y d*z 

-"(W '"m" "W 

Zerlegt man ebenso die Kraft K in die Komponenten X, Y, Z, 
so zerfällt die geometrische Gleichung: 
K = m-g 
in die drei algebraischen Gleichungen: 

^> ^="'-(dtj^- ^^^'"W' '■ = "'-iÄW' 

571. Die Zusammensetzung von Massenbeschleunigungen kann auch er- 
folgen, wenn sie sich nicht auf denselben Körper oder materiellen 
Punkt beziehen; nur müssen sie alsdann parallel verschoben gedacht 
werden können. 

Auf diese Weise entstehen die drei Komponenten der „gesamten" 
Massenbeschleunigung eines Körpers oder materiellen Systems: 
d^x dV d^z 

-•"W -"(dt)- -"(d^- 

572. Bewegung des Schwerpunirtes. Wenn ein Körper oder ein 
materielles System sich bewegt, so bewegt sich sein Schwerpunkt im 
allgemeinen mit ihm. Wie jeder der materiellen Punkte hat auch er 
seine Bahn, seine Geschwindigkeit und seine Beschleunigung. 

Man muß sich dabei vergegenwärtigen, daß der Schwerpunkt 
seiner Definition nach nichts anderes sein soll als der Massenmittel- 
punkt [540], ein ganz bestimmter Punkt inmitten der materiellen 
Punkte- Andern letztere ihre Lage, so wird er meist auch nicht an 
derselben Stelle bleiben. 

573. Massenbesdileunigung des Schwerpunktes wird erklärt als das 
Produkt aus der Beschleunigung des Schwerpunktes und der Gesamt- 
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masse des bewegten Körpers oder materiellen Systems, die man hierzu 
im Sohwerpuakt vereinigft annehmen müJJte. 

Nennt man wie in [532] die Koordinaten des Schwerpunkts x, , y, , 
z, und M die Gesamtmasse, so sind hiemach die Komponenten der 
Masse nbeschleunig'ung; des Schwerpunktes: 

., d*x. d*y, d»z, 

"•IdiF- "(di)^' "(dir 

574. Die Massenbeschleunig^ng des Schwerpunktes stimmt nach 
Größe und Richtung" vollständig* überein mit der gesamten Massen- 
beschleunigung oder der Resultante der Massenbeschleunigungen der 
einzelnen Punkte [571]. 

Der Beweis ist sehr einfach. Man gehe von den Varignon'schen 
Gleichungen [532] aus: 

Mx, = JS^mx, My, = i:my, Mz, = i^mz 
und differentiiere zweimal nach der Zeit, So folgt: 

... d»x, ^ d'x ,, d*y. ^ d*y „ d»z. d'z 

^> '^-iKW=^"'m^' ^-(dlF=-"'(dy^' ^Td^'-^'-^idtj^- 

Der Satz ist bewiesen. 

676. Newton's Schwerpunktssatz lautet: Der Schwerpunkt eines Körpers 
oder materiellen Systems bewegt sich so, als ob in ihm die Gesamt- 
masse vereinigt wäre und als ob an ihm sämtliche Kräfte (parallel 
verschoben) angriffen. 

Das soll heißen, er bewegt sich gemäß der Grundgleichung der 
Mechanik: 

Kraft = Massenbeschleunigung, 
wenn statt Kraft die Resultante aller angreifenden Kräfte (parallel 
verschoben) und statt Massenbeschleunigung diejenige des Schwer- 
punktes gesetzt wird. 

Beweis: Man denke sich die Gleichungen [570] a für alle 
materiellen Punkte gebildet und addiere: 

^^ = ^"'7dtF- 

"idir="- 

Links stehen die Komponenten der Massen beschleunigung des 
Schwerpunktes und rechts die Summen der Komponenten aller Kräfte 
nach den zugehörigen Achsen. Der Satz ist bewiesen. 



-=-l^. 


-=--1^'^ 


Also Dach [574]a; 
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576, Der Newton'sche Schwerpunktssatz erweitert das vierte 
Grundg^esetz von einem materiellen Punkt auf einen beliebig^en Körper 
oder System von Korpern. Er ist zug^leicli der Ausg^ang^punkt aller 
anderen Sätze, welche man sonst noch über die Bewegfung- des Schwer- 
punktes aufg-estellt hat. 

Seine groGe Bedeutung tritt besonders hervor, wenn man ihn 
mit dem dritten Grrundgesetz, dem Newton'schen Satz von der Äktio 
und Reaktio, in Verbindung- bringt, was jetzt geschehen soll. 

B77. Innere und iuflere KrilHe. Diese Unterscheidung setzt irgendein 
materielles System voraus. Eine Kraft, welche von einem Teil des- 
selben auf einen andern Teil ausgeübt wird, heißt dann eine innere 
Kraft. Eine Kraft aber, die von einem dem System nicht angehörenden 
Körper auf dieses oder einen Teil desselben ausgeübt wird, heißt 
eine äußere Kraft 

Oder bei schärfster Begriffsbestimmung 1 67 j : Wirkt eine Elementar- 
kraft von einem Punkte des Systems auf einen andern Punkt des 
Systems, so heißt sie eine innere Kraft, Wirkt sie aber von einem 
nicht dem System angehörenden Punkte auf einen Punkt des Systems, 
so heißt sie eine äußere Kraft 

578. Leider ist noch eine andere Art Einteilung in innere und 
äußere Kräfte verbreitet, die lange nicht so viele Vorteile bietet. 
Nach ihr nennt man innere Kraft eine solche, die auf das Innere 
eines stetigen Körpers wirkt, wie z. B. die Schwere oder magnetische 
Anziehung und Abstoßung und äußere Kraft eine solche, die nur auf 
die Oberfläche ausgeübt wird, wie z. B. Zug oder Druck der Hand. 

Diese Einteilung ist nicht so zweckmäßig, weil auch die Teile 
eines Körpers im Innern solche Zug- und Druckkräfte (als elastische 
Spannungen) ausüben. Hier soll sie nicht gelten, sondern nur die 
in [577] gegebene, 

579. Die Erklärung |577] ist relativ, nämlich relativ zu dem ge- 
gebenen System. Es kommt darauf an, welche Körper man in ihm 
einbegriffen hat und welche nicht. Und gerade so soll es sein. 

Man nehme die äußersten Grenzen: Im Weltall als einem einzigen 
System gibt es nur innere Kräfte. Lost man es aber auf in seine 
Atome oder materiellen Punkte, so gibt es nur äußere Kräfte. 

580. Soll eine äußere Kraft zu einer inneren werden, so muß man 
das gegebene System um den Körper, von dem sie ausgeht, ver- 
größern. Die Schwere eines Steines ist für ihn als ein System eine 
äußere Kraft, da sie von der Erde ausgeht. Sie wird zu einer inneren 
Kraft, wenn Stein -f- Erde als ein System betrachtet werden. 
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Soll umgfekehrt eine inoere Kraft zu einer äußeren werden, so 
muß man das gegebene System um den Körper, von dem sie aus- 
geübt wird, verringern. Die inneren Spannungen eines elastischen 
Körpers A sind für ihn sicherlich innere Kräfte, molekulare An- 
ziehungen und Abstoßungen seiner kleinsten Teile. Denkt man sich 
aber A durch eine Schnittfläche in zwei Teile B und C geteilt, so 
werden die elastischen Spannungen, weiche B auf C durch die Schnitt- 
fiäche hindurch [94] ausübt, für C äußere Kräfte. 

Es muß eben das System vorher genau bestimmt sein. Dann 
aber ist vollkommen klar, welche Kräfte äul^re, welche innere sind. 

581. Innere Kräfte und Aktie und Reahtio. Nach der Aktio und Reaktio 
hat jede Kraft ihre Gegenkraft, bei der die beiden Körper ihre Rollen 
vertauschen. Ist eine der beiden Kräfte für ein gegebenes System 
eine innere Kraft, so gehören beide Körper dem System an. Also 
ist die Gegenkraft dann auch eine innere Kraft. Die Gesamtheit der 
inneren Kräfte eines Systems ist folglich auflösbar in beliebig viele 
Paare gleich großer, aber entgegengesetzter Kräfte. Daher: 

Die inneren Kräfte heben sich, nachdem sie so parallel verschoben 
sind, daß sie alle im Schwerpunkt angreifen, gegenseitig auf. 

Bezieht sich der Index i auf innere Kräfte, so kann diese 
Folgerung analytisch durch die Gleichungen ausgedrückt werden: 
iXi = 0, 2-Y, = 0, i-Z, = Ü. 

582. Innere Kräfte und Nevrton's Schwerpunhtssatz. Die inneren Kräfte 
eines Systems haben auf die Bewegung seines Schwerpunktes gar 
keinen Einfluß, und, da es nur innere und äußere Kräfte gibt: 

Nur die äußeren Kräfte können auf die Bewegung des Schwer- 
punktes einen Einfluß haben. 

Bezieht sich der Index a auf die äußeren Kräfte, so ist: 
i^X=i'X.-|-iXi = iX. + = i-X., daher [674]a: 
.. d*x. ^-. „ 

M - 7- .—» " = -X ^ i Ab 
(dt)» 

und entsprechend für die y-Achse und die z-Achse. 

583. Trügheltsgesetz für materielle Systeme. Wirken nur innere Kräfte, 
ist das System, wie man sagt, „sich seibat überlassen", so verschwindet 
hiernach die Beschleunigung des Schwerpunktes. War er in Ruhe, 
so bleibt er in Ruhe. War er aber in Bewegung, so bleibt er in 
Bewegung {gleichförmig und geradlinig). 

Damit ist das Trägheitsgesetz auf materielle Systeme erweitert. 
Wenn äußere Kräfte fehlen, so können die einzelnen Teile wohl 
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krumme Bahnen mit wechselnden Geschwindig-keiten beschreiben, aber 
der Gesamtschwerpunkt verharrt in seinem Zustand der Ruhe oder 
Bewegung^. 

584. Schwerpunkt des Sonnensystems. Das beste uns bekannte Bei- 
spiel hierfür ist unser Sonnensystem, bestehend aus Soune, Planeten, 
Monden, Kometen, Meteoriten usw. Wenn man von dem sicherlich 
sehr kleinen Widerstand des Äthers und von den wahrscheinhch auch 
sehr kleinen Anziehungen der Billionen Meilen entfernten Fixsterne 
absieht, so muß der Schwerpunkt des Sonnensystems {welcher 
übrig-ens meist im Sonnenkörper selb.st liegt), so muß, kurz ges^t, 
die Sonne entweder ruhen oder geradlinig und gleichförmig den 
Weltenraum durchmessen. 

Kepler nahm das erstere an und auch Newton bezweifelte es 
nicht [465]. Erst die gewonnene Erkenntnis, daß viele, vielleicht alle 
Fixsterne, welche auch Sonnen sind, langsam ihre Lage gegen- 
einander ändern, legte Herschel die Hypothese nahe von der Eigen- 
bewegung unserer Sonne. Nach Wahrscheinlichkeitsberechnungen 
ist sie auf das Sternbild des Herkules gerichtet [466]. 

58&. Schwerpunhtsintegrale. Wenn sich der Schwerpunkt gleich- 
formig und geradlinig bewegt, so werden seine Koordinaten nach 
[290] ganze Funktionen ersten Grades der Zeit: 

X, = a, -}- bj t; y, ^ aj -]- b, t ; z, ^ a, -f- b, t 
Die sechs Koeffizienten: 

a,, bj, aj, bj, a,, b, 
spielen die Rolle von sog. Integrationskonstanten. Sie treten immer 
auf, wenn keine äußeren, sondern nur innere Kräfte wirken und ver- 
mindern die Schwierigkeiten der Losung eines derartigen Bewegungs- 
problems um sechs Einheiten. 

Es sind, wenn äußere Kräfte fehlen, durch den Newton'schen 
Schwerpunktssatz von vornherein, wie man sagt, sechs Integrale 
gegeben. (Vgl. [617] und [690].) 

586, Bewegung um den Schwerpunkt Man führe außer dem im 
Räume ruhenden Koordinatensystem, das I heißen möge, noch ein 
anderes zu I paralleles, II ein, dessen Anfangspunkt beständig mit 
dem Schwerpunkt zusammenfällt und bezeichne zur Unterscheidung 
die Koordinaten im System JI durch rechts oben angebrachte Striche. 
Dann ist für jeden Punkt P [262]: 

X = X, -(- x', y = y, -|- /, z = z, -[- z' 
und umgekehrt: 

x'^x — x„ y'^y — y„ z' = z — z,. 
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Es folgt zunächst nach zweimalig'eni Differentiieren, Multiplizieren 
mit m und Addieren: 

^mp'=^m-^%-ilpl. i. b. [674]a 
(dt)' (dt)' (dt)" '■ 

-'"■w="' ^■"(d^=''' -^■"w-"- 

Die MasseDbeschleunigriing'eD der Beweg-unffen um den Schwer- 
punkt heben einander auf. 

687. Es ist für nur einen Punkt: 

d*X' d'X d*X, , , r..,^-, j.r-^.T 

■ ■(d^ = -(dtf- Id^* °^^' °^*^^ t570]a und.[574]: 

d*x' _ X rx 

(dt)* ~"m", M ■ 
Die inneren Kräfte heben sich im glänzen fort, aber nicht für 
einen einzelnen Punkt. Es ist zwar: ^X| = 0, aber nicht Xi = 0, und 
es ist i'X = rX„ dageg-en: X = X, -}-Xi. Also: 
d'x' _ X (X. .i,X. l 
(dt/ " m "^( m M~/ 

und entsprechend für die anderen Koordinaten. Das erste Glied 
zeigt (in der Richtung der x-Achse) den Einfluß der inneren 

Kräfte auf die Bewegxmg" von P relativ zmn Gesamtschwerpunkt 

&S8. Das zweite Glied rechts: 

X. rX; 
ni M 

zeigt den entsprechenden Einfluß der äußeren Kräfte an. Da er im 
allgemeinen nicht verschwindet, so kommen die äußeren Kräfte sowohl 
für die Bewegung des Schweqjunktes, als auch in Verbindung mit 
den inneren Kräften für die Bewegung um den Schwerpunkt in Betracht 

Wenn aber die äußeren Kräfte parallel und den Massen, auf welche 
sie wirken, proportional sind, so verschwindet für jeden Punkt das zweite 
Glied. Dieser Fall tritt z. B. ein bei einem Körper, auf den als äußere 
Kraft nur sein Gewicht wirkt. Sein Schwerpunkt beschreibt alsdann die 
Galilei'sche Wurfparabel [26], aber seine Bewegung um den Schwer- 
punkt geht so vor sich, als ob die Schwere gar nicht vorhanden wäre. 

589. Angenähert ist es so auch bei der Relativbewegnng von 
Erde und Mond um ihren gemeinsamen Schwerpunkt oder, was auf 
dasselbe herauskommt, bei dem Lauf des Mondes um die Erde [622]. Der 
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Mond wird von der Sonne etwa 2'/, mal so stark angezogen, wie von 
der Erde; aber die Erde wird auch von der Sonne angezogen, und 
wegen der großen Entfernung sind beide Anziehungen nahezu gleich 
gerichtet und den Massen von Erde und Mond proportional. So ist 
trotzdem der Teil der Beschleunigung des Mondes relativ zur Erde, 
welcher von der Sonne herrührt, recht klein im Verhältnis zur ganzen 
Beschleunigung (etwa !*/(,)■ 



§ 26. Bewegungsgröße und Kraflantrieb. 

590. Die BewegungsgröDe ist ein von Cartesius eingeführtes Maß 
der Bewegung (quantit6 de mouvement), bei welchem nicht allein die 
üeschwindigkeit, sondern auch die Größe des bewegten Körpers, 
seine Masse, veranschlagt wird. 

Newton hat sie später als „Moment der Bewegung" bezeichnet 
und in England heißt sie auch jetzt noch so. Sonst aber hat sich 
der ältere Name Bewegungsgröße (eigentlich Bewegungsmenge) er- 
halten. 

591. BewegungsflrfiSe eines Punktes. Im absoluten Maßsystem setzt 
man die Maßzahl der Bewegungsgröße gleich dem Produkt aus den 
Maßzahlen der Masse und der Geschwindigkeit. 

Bewegungsgröße = m X v =; Masse X Geschwindigkeit, 
Eine besondere Buchstabeubezeichnung hat sie nicht erhalten. 
In diesem Buch heißt sie B. Aus ihrer Definition folgt: 

Einheit der Bewegungsgröße ist die Bewegungsgröße der Masse 1 
bei der Geschwindigkeit 1. 

Ihre Dimensionsformel ist: 

[B]^-[m].[v] = [m][l][t]-' 

592. Massengeschwindigkeit Cartesius hat die Bewegungsgröße 
wohl nur im absoluten Sinne aufgefaßt Jetzt legt man ihr auch eine 
Richtung bei, selbstverständlich die Richtung von v. 

Die Bewegungsgröße (welche „ Massen geschwindigkeit" heißen 
müßte [565], wenn sie nicht eben seit Jahrhunderten Bewegungsgröße 
hieße) kann daher geometrisch zerlegt werden wie die Massen- 
beschleunigung'. So sind ihre Komponenten nach den Achsen eines 
Koord in atensyste m s : 

d X d y dz 

m - Vi = m ■ -;— ; m ■ v, ^^ m ■ —, — ; m . v, ;= m • -: — . 
dt ^ dt dt 
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593. BewegunssgrSBe eines Körpers oder Systems ist die Resultante der 
Beweffungagrößen seiDer materieilen Puakte. Ihre Komponenten sind : 

2' m Vx , i' m V, , i' m v, , 
oder, wenn es sich um einen stetigen Körper bandelt: 
/ Vx d m , / V, d m , / v, d m. 
Bei der Zusammensetzung der Bewegungsgrößeo kommt es nicht 
darauf an, daß sie sich auf verschiedene materielle Punkte beziehen. 
Sie werden algebraisch oder geometrisch addiert [571]. 

594. BewegunflsgrSBe und Schwerpunkt Die gesamte Bewegungs- 
gTÖße eines Systems ist gleich der Bewegungsgröße seines Schwer- 
punktes, d. h. gleich dem Produkt aus der Gesamtmasse und der 
Geschwindigkeit des Schwerpunktes. 

Beweis wie in [574]. Nur hat man die drei Gleichungen: 
Mx, =imx, My, = Ji'my, Mz, := i'mz 
bloß einmal zu differentiiren. Es folgt: 

M —5 — ^imvx, M - ~ = i m V, , M — ; — = i m v, . 
dt dt dt 

Links stehen die Komponenten der BewegungsgrÖße des Schwer- 
punktes und rechts die Komponenten der gesamten Bewegungsgröße. 

&95. BewegunosgrBDen um den Schwerpunkt Zerlegt man ganz wie in 
|586] die Bewegung in eine solche des Schwerpunktes und in eine 
solche um den Schwerpunkt, so ist, wie eben gezeigt, die gesamte 
Bewegungsgröße m der ersten Bewegung enthalten. Die Bewegungs- 
größen der zweiten Bewegung um den Schwerpunkt heben einander 
auf, ihre Resultante verschwindet. 

Es ist in der Bezeichnung von [586]: 

i"mvx'=:0, i'mv/^0, i'mv.'^O. 

596. BewegungsgrSBe und Tl^gheltsgeseb. Bas Galilei'sche Träg- 
heitsgesetz kann (da m konstant ist) jetzt auch ausgedrückt werden 
wie folgt: Wenn auf einen Körper oder auf ein beliebiges System 
[576] keine Kraft wirkt, so bleibt seine Bewegungsgröße B nach Maß 
und Richtung unveränderlich dieselbe. 

Damit B also irgendeine Änderung erleiden könne, muß eine 
äußere Kraft vorhanden sein. Man bedarf aber in dieser Hinsicht 
eines aus Kraft und Zeit zusammengesetzten Hilfsmaßes, das jetzt ab- 
zuleiten ist. 

597. Der Kraftanirieb ist (1847) von Belanger in die Elementar- 
mechanik als „Impulsion" eingeführt worden. Zu seiner abkürzenden 
Bezeichnung diene der Buchstabe J. 

D.3nz.<J,>L.ÜO'^lC 



202 g S6. BewegnngiigiöSe aod KnllaDtricb. 

Der Antrieb einer konstanten Kraft ist proportional ihrer Stärke 
K und der Zeit t, während welcher sie wirkt. Im absoluten Maß- 
system setzt man hiernach: 

J = K-t 
Antrieb = Kraft X Zeit 
Hieraus folgt: 

1. Einheit des Antriebes ist der Antrieb 
der Kraft 1 in der Zeit 1. 



J'K.t 



Fjg. 102. 2- Die Dimensionsformel des Antriebes 

lautet: 

g] = (KKt] = M[ilLt]-"-t 
U] = HCl [«]-'■ 

698. Antrieb and BewegunBsgrSBe. Einer konstanten Kraft, wie sie 
zunächst vorausgesetzt wurde, entspricht eine g-leichförmig" beschleu- 
nigte Bewegung. Bei anfänglicher Ruhe ist nach der Zeit t die 
Geschwindigkeit [326]: 

v = gt, also auch: m-v = m'g-t 
oder nach der Grundgleichung: K=;m.g: 

a) Kt = mv, d.h. J = B 

Kraftantrieb = Bewegungsgröße. 

Man beachte, daß diese Gleichung ganz der Grundgletchung ent- 
spricht: Kraft = Massen beschleunigung, 
aus der sie ja auch durch Integration nach der Zeit entsteht War 
«u Anfang der betreffenden Zeit schon eine Geschwindigkeit v„ vor- 
handen, so muß in der vorigen Gleichung statt v gesetzt werden 
Av = v — v^. Es wird: 

f = m A V = m V — m v^ = A B. 

Kraftantrieb während einer beliebigen Zeit gleich der (algebra- 
ischen oder geometrischen) Änderung der Bewegungsgröße. 

B99. Zusammensetzung und Zeriegung von Antrieben. Der Antrieb ist 
eine Richtungsgröße, eine Strecke von derselben Richtung wie die 
Kraft. Man kann daher gleichzeitige Antriebe verschiedener Kräfte 
so zusammensetzen, wie diese selbst; es kommt auf dasselbe hinaus, 
ob man erst die Kräfte zusammensetzt und dann den Antrieb der 
Resultanten nimmt oder ob man erst die Antriebe der Kräfte nimmt 
und letztere dann zusammensetzt. 

Umgekehrt kann jeder Antrieb zerlegt werden. Hat K die Kom- 
ponenten X, Y, Z, so hat J die Komponenten: 

J.=Xt, J,=Yt, L=Zt 
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600. Antrieb als ZelUntegral der Kraft Ändert die Kraft bei ge- 
gebener Richtungf ihre Stärke, so decke man sich die Zeit in Diffe- 
rentiale dt zerlegt und für jedes dt den unendlich kleinen Antrieb: 

dJ=:Kdt 
grebildet Durch Integrieren entsteht dann 
der Antrieb selbst: 

J = /Kdt 
als ^Zeitintegral der Kraft". 

Nach dem einfachen Mittelwertsatz ist 
auch dann: 

J=K,.t, 
nur muß statt Ko ein (allgemein nicht näher 
bekannter) Mittelwert der Kraft K gesetzt 
werden. 

601. Ändert sich auch die Richtung von K, so bilde man nach 
[599] die Antriebe nach jeder Achse: 

j, = /xdt, j, = /Ydt, L = /Zdt 

und setze dann J,, J,, J, zu ihrer Resultante J zusammen. 

Somit ist der Antrieb selbst im allgemeinsten Falle begrifflich 
scharf bestimmt. Denn die Ausführung der Integrationen ist eine 
rein mathematische Angelegenheit, 

602. Nach dieser erweiterten Erklärung gilt der Satz: 
Antrieb ^ Änderung der Bewegungsgröße 

ganz allgemein. Für die x-Achse ist: 
dv, 

St 




dt 



g,dt = dv 



= d(m.vO. 



Integriert ma: 



nd Gegenwirkung 
Ein Körper kann 



m-gxdt = m-dv., Xdt = 
1 nach der Zeit, so folgt: 
J, =^ / X d t = m Vx— m iv,)^. 
Entsprechend für die anderen Achsen. 
603. Antrieb und Aktio und Reaktlo. Wirkung 
überträgt sich von den Kräften auf ihre Antriebe, 
nur von anderen Körpern Antriebe empfangen, wenn er solche an 
sie in gleicher Große, aber entgegengesetzter Richtung austeilt 

Sind die Antriebe der Bewegung entgegen (im gewöhnlichen 
Sprachgebrauch würde man sie dann etwa Hemmungen nennen), so 
kommt der Körper schließlich zur Ruhe. Indem sich seine Bewegungs- 
größe erschöpft, muß nach [602] anderswo Bewegungsgröße entstehen. 
Man sagt: Ein Körper könne Bewegung nur verlieren, indem er sie 
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an andere Körper weitergibt, oder gewinnen, indem er sie von anderen 
Körpern nimmt. Eben diese untrügliche Erfahrung' war es, die 
Cartesius zur Aufstellung der quantitä de mouvement veranlaßt hat. 
Er hat mit ihrer Unveränderlichkeit vollkommen recht, nur ist die 
BewegungsgTÖße nicht absolut, sondern algebraisch- geometrisch zu 
nehmen. 

604. Antrieb und Schwerpunkt Bei irgendeinem materiellen System 
ist der Gesamtantrieb gleich der Änderung der gesamten Bewegungs- 
größe, Folglich nach [594]: 

Der Gesamtantrieb ist gleich der Änderung der Bewegungsgröße 
des Schwerpunktes. 

Nach [682] kommen dabei nur die äußeren Antriebe in Betracht. 
Denn die inneren heben sich in der Gesamtheit auf [581]. Sie können 
also nur die Bewegungsgjößen der Teile des Systems um den Schwer- 
punkt beeinflussen. 

605. Der Impuls. Sehr nahe verwandt, aber doch nicht völlig 
identisch mit dem Antrieb ist der Impuls oder die Momentankraft 
oder die Stoßkraft Ein Schlag' oder Stoß haben dem Anscheine 
nach gar keine Dauer. Sie sind für die Sinne plötzliche Vorgängre, 
bei denen der geschlagene oder gestoßene Körper plötzlich seine 
Bewegung ändert und i. ß. plötzlich zur Ruhe kommt oder plötzlich 
in Bewegung gerat. 

Eine solche Momentankraft ist begrifflich etwas anderes, als die 
gewöhnliche, die stetig wirkende Kraft, welche die Geschwindigkeit 
allniälig, „mit der Zeit", ändert, während die Momentankraft hierzu 
gar keine Zeit gebrauchen soll, wie ihr Name sagt. Doch erst Galilei 
hat in unvergleichlicher Meisterschaft an einem alltäglichen Beispie!, 
dem Einrammen von Pfählen, gezeigt, daß es ganz unmöglich sei, die 
Kraft des Aufschiagens zu vergleichen mit einem beliebigen auf den 
Pfahl gelegten Gewicht 

606. Impuls und Antrieb. Heute pflegt man den Impuls als einen 
Kraftantrieb anzusehen, aber als einen solchen, bei dem die Kraft 
sehr groß und die Zeit nur sehr klein ist. Jeder Stoß währt doch eine 
gewisse Zeit, wenn auch nur den Bruchteil einer Sekunde. In diesem 
Bruchteil wächst der Druck, den die stoßenden Korper ausüben, also 
der „Stoßdruck", vom Nullwert bis zu seinem Maximum und Dimmt 
von da wieder bis zum Nullwert ab. 

Die Stärke J des Impulses ist also nichts anderes als das Produkt 
aus der Zeitdauer t und dem mittleren Stoßdruck K„ [600]: 
J = K„ t 

D.3nz.<J,>L.ÜO'^lC 



!; 37. Die Mument« Ton KtiftcD, von Uusenbeschleuniguiigen, tod AnliiebeD QSir. 206 

Nur ist t sehr klein und K^ sehr groß, so daß der Impuls ver- 
anschaulicht werden kann durch ein Rechteck mit einer sehr kurzen 
und einer sehr langen Seite. 

607. Je härter die Körper sind, desto schneller spielt sich der 
Stoß ab, desto stärker wird der Stoßdruck. Galilei ist zwar oft ge- 
tadelt worden, daß er die Kraft des Stoßes unendlich groß gesetzt 
hat, aber das Richtige hat er unzweifelhaft gemeint. 

Da jedoch in der Lehre vom Stoß [§ 37] wesentlich nur die Stärke 
des Impulses, nicht aber Zeit und Kraft selbst in Betracht kommen, 
da außerdem die beiden letzteren nur sehr schwer zu haben sind, 
nänihch durch äußerst umständliche Berechnungen aus der Dynamik 
elastischer Körper, so verzichtet man auf sie. Man begnügt sich mit 
dem Produkt, ohne die Faktoren zu kennen. 

Nur soll, so nimmt man an, die Zeit zu kurz sein, als daß der 
Körper, während er den Impuls erhält, sich merklich von seinem Orte 
fortbewegt haben könnte. 

608. Impuls und BewegungsgröBe. Da der Impuls hiernach plötzlicher 
Kraftantrieb ist, so setzt man seine Stärke gleich der plötzlichen 
Änderung der Bewegungsgröße, welche er veranlaßt. Er steht zu 
dieser, zu m-v, in derselben begrifflichen Beziehung wie die stetig 
wirkende Kraft K zur Massen beschleunigung, zu ni-g. 

Wenn die Weltkörper plötzlich zum Stillstand gebracht werden 
sollten, so müßte es durch Impulse geschehen, die ihre Bewegungs- 
gTÖßen aufheben. Umgekehrt kann man sich vorstellen, daß ein Körper 
diejenige Geschwindigkeit, welche er augenblicklich hat, erst in diesem 
Augenblick durch einen Impuls erhalten haben könnte. 



$ 27. Die Momente von Kräften, von Massen- 
beschleunigungen, von Antrieben und von Bewegungs- 
gröBen. Die Flächensätze. 

609. Die vier in der Überschrift genannten Richtungsgrößen be- 
ziehen sich auf ein gegebenes materielles System oder, wenn man 
es in kleinste Teile zerlegt denkt, auf materielle Punkte. Jede Kraft 
K greift'an einem solchen an, gibt ihm Massenbcschleunigung m-g 
und ändert so durch den Antrieb J in einer gewissen Zeit seine Be- 
wegungsgröße B ^ m . v. 
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Allerdings tritt hinterher oft bei der Zusammensetzung Parallei- 
verschiebung ein, wie der vorige Paragraph gezeigft haL In diesem 
Paragraphen aber, da es sich um ihre Momente in bezug auf behebige 
Pole und Achsen im Sinne des § II handelt, sollen sie durchaus an 
den zugehörigen materiellen Punkten haften bleiben als Strecken, 
die man sich zur Darstellung von Größe und Richtung von diesen 
Punkten aus gezogen zu denken hat [216]. 

610. Momentensatz IBr innere Kräfte und Antriebe. In jedem materiellen 
System verschwindet das Gesamtmoment der inneren Kräfte in bezug 
auf jeden Pol und jede Gerade. Denn sie zerfallen in Paare gleicher 
Elementarkräfte, die nicht allein entgegengesetzt gerichtet sind, sondern 
auch in derselben geraden Linie wirken [57]. Für jedes Paar heben 
sich also die Momente auf, folglich auch für alte zusammen. 

Derselbe Satz gilt nach [^^3] auch für die Antriebe. Es kommt 
also für das Gesamtmoment nur auf äußere Kräfte oder äußere 
Antriebe an. 

611. Momente der Kräfte und der Massenbeschleunlgungen. Da die Re- 
sultante der an einem Punkte angreifenden Kräfte nach Größe und 
Richtung mit seiner Massenbeschleunigung übereinstimmt, so folgt 
[224]: 

Das Gesamtraoment der Kräfte, welche an einem materiellen 
System angreifen , bezogen auf irgendeinen Po] oder irgendeine 
Gerade, ist gleich der geometrischen Summe der Momente der 
Massenbeschleunigungen, bezogen auf denselben Pol oder dieselbe 
Achse. 

Also haben innere Kräfte weder auf die Bewegung des Schwer- 
punktes [582], noch auf das Gesamtmoment der Massenbeschleunigungen 
irgendwelchen EinfluJ3. 

612. Der vorige Satz kann zwei andere Formen annehmen. 
Ersetzt man die Massenbeschleunigungen durch die ihnen entgegen- 
gesetzt gleichen Trägheitskräfte [567], so lautet er: 

Die Momente der wirkenden (äußeren) Kräfte und die Momente 
der Trägheitskräfte eines materiellen Systems heben sich auf, wo man 
auch den Pol oder die Achse annimmt 

613. Das Prinzip der Flächen. Ersetzt man aber die Momente der 
Massenbeschleunlgungen nach [572] durch die doppelten Produkte 
aus den Massen und den Flächenbeschleunigungen, so lautet er: 

Das Gesamtmoment der wirkenden (äußeren) Kräfte ist gleich 
der doppelten geometrischen Summe aus den Massen und den Flächen- 
beschle unigu ngen. 
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In dieser Form heißt der Satz das Prinzip der Flächen oder der 
Flächensatz. Seine allgemeine Bedeutung für die Mechanik ist zuerst 
von Euler, Daniel BernoulH und d'Arcy hervorgfehoben worden. 

614. Bezeichnet man mit m die Masse eines der materiellen 
Punkte P, mit x, y, z seine Koordinaten, mit X, Y, Z die Komponenten 
einer auf ihn wirkenden Kraft, so ist nach [246] das Gesamtmoment 
der Kräfte in bezug auf die x-Achse: 

i(yZ-zY). 
Femer ist nach [370] das entsprechende Moment der Massen- 
beschleunigung^n : 

i'ni(yg, — zgr^). 

Das Prinzip der Flächen besteht also, bezogen auf irgendeine zur 

X-Achse gemachte Gerade, analytisch ausgedrückt in der Gleichung: 

^m(yg. — zgj) = l-{yZ — zY). 

Entsprechende Gleichungen gelten für die y- und z-Achse. 

615. Der Flächensatz und der Schwerpunkt Das Prinzip der Flächen 
gilt auch für die Bewegungen um den Schwerpunkt, wenn man ■ 
diesen zum Pol, oder eine durch ihn gehende Gerade zur Achse macht. 

Beweis: Man mache den Schwerpunkt zum Anfangspunkt eines 
Koordinatensystems mit unveränderlicher Achsenrichtung, bezeichne 
mit gx, gj , gt die Komponenten der Relativbeschleunigung von P 
und mit a, b, c die Komponenten der absoluten Beschleunigung des 
Schwerpunktes. Dann sind die Komponenten der absoluten Be- 
schleunigung von P nach [586]: 

» + ?.. b-f g,, c + g.. 
Für diese gilt der Fiächensatz: Es ist also: 

.Sm{y(c + g,)-z(b + g,))-i;{yZ-zY). 
Die linke Seite ergibt: 

cXmy — bi'mz-{- i'm (yg, — zg-,) 
Die beiden ersten Glieder verschwinden, da nach Voraussetzung 
der Anfangspunkt mit dem Schwerpunkt zusammenfällt. Es ist daher: 
■i:m(yg.-zg,)=v(yZ-zn q.e.d. 

616. Flächensatz ohne fiuBere Kräfte. Von besonderer Wichtigkeit 
wird der Fiächensatz für solche Systeme, die sich selbst überlassen 
sind, d. h. in welchen nur innere Kräfte wirken. Dann verschwindet 
nämlich das gesamte Kraftmoment. Also; 

Wirken gar keine äußeren Kräfte, so heben sich die Momente 
der Massenbeschleunigungen auf (oder, so heben sich die Momente 
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der Trägheitskräfte auf, oder so heben sich die Produkte aus Masse 
und Flächenbeschleunigiing' auf). Es wird: 

-i" m (y gr. ~ z g,) — 0, i' m (z g-^ — X g.) = 0, r m (x gy — y gj = 0. 

617. Die drei FlScheninteorale. Nach [370] ist das Moment der Be- 
schleunigung gleich dem nach der Zeit genommenen Differential- 
quotienten des Momentes der Geschwindigkeit. Also ist auch das 
Moment der Massen beschleunigung gleich dem Differentialquotienten 
des Momentes der Beweguogsgröße, Verschwindet daher das erste 
Moment, so kann das letztere weder zu-, noch abnehmen; es muß 
konstant sein. Folglich: Wirken keine äußeren Kräfte, so bleibt das 
Gesamtmoment der Bewegungsgrößen unveränderlich (oder so bleibt 
die Summe der Produkte aus Masse und Flächengeschwindigkeit 
unveränderlich). 

Für die Koordinatenachsen entstehen so die drei Gleichungen: 
i:m(y V, — zvj) = Cp i'm (zv, — x Vt) = Cj, i'm (xv^ — yv,)^C, 
mit den drei Integrationskonstanten C,, C,, Cj. 

Man nennt sie die drei Flächen integrale, Sie treten zu den sechs 
Schwerpunktsintegralen hinzu [585]. 

6IS. Die Zentralbewegnng : Der Flächensatz hat so zahlreiche An- 
wendungen, daß Beschränkung auf die vortretendsten geboten ist. Als 
erste sei die Zentralbewegung genannt, d. b. die Bewegung, welche 
entsteht, wenn ein materieller Punkt P beständig von einem festen 
Punkt O angezogen oder abgestoßen wird. (Fig. 64 Seite 107). 

Es verschwindet das Kraftmoment in bezug auf O. Macht man 
O zum Anfangspunkt, so gelten daher die drei Flächenintegrale mit 
der Vereinfachung, daß das Zeichen I fortfällt, da es sich nur um 
einen Punkt P handelt Außerdem kann der Faktor m durch Division 

entfernt werden, worauf in [617] der Einfachheit wegen statt —^ 
wieder Cj usw. stehen mag. Mithin: 

1) yv. — zVj = C,, 2) zv^ — xv, = C3, 3) xv, — yv, = C,. 

619. Multipliziert man der Reihe nach mit x, y, z und addiert, 
so ergibt sich sehr einfach: 

C.x + Cjy + CjZ^O, 
also die Gleichung einer Ebene, welche durch O hindurchgeht Daher: 

Jede Zentral bewegung ändet in einer ebenen Bahn statt. Die 
Ebene geht durch das Zentrum O der Anziehung oder Abstoßung. 

Femer: Bei jeder Zentral bewegung ist die Fl ächengesch windigkeit 
konstant. Oder, was dasselbe ist, es werden vom Radiusvektor nach 
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dem Zentrum in grieichen Zeiten gleiche Flächen beschrieben. (Zweites 
Kepler'sches Gesetz [943].) 

620. Macht man die Ebene der Bahn zur xy- Ebene, so ver- 
schwinden z lind Vz, also auch C^ und C^. Es bleibt nur eine Gleichung: 

X Vy — y Vx ^ C. 
DifFerentiiert man sie nach der Zeit, so folgt [370]: 

X gf, — y g, := 0, oder auch : x m ■ gj — y m - g, ^ 0, 
d.h. xY — yX = 0, oder X:Y = x:y, 

d. h. die KraftUnie geht durch O. Also auch umgekehrt: Ist die 
Bahn eben und beschreibt der Radiusvektor von einem festen Punkte 
O in gleichen Zeiten gleiche Flächen, so ist die Bewegung eine 
Zentralbewegung um O als Zentrum [374]. 

621. Zentralbewegung zweier Punkie um Ihren Schwerpunkt. Das System 
bestehe aus zwei materiellen Punkten P, und Pj, die nur ihren gegen- 
seitigen Anziehungen oder Abstoßungen unterliegen. Man unter- 
scheide sie durch die Indizes I und 2, mache ihren Schwerpunkt zum 
Koordinatenanfang und nehme die Flächenintegrale, aber nach [C15]. 

Dann lassen sich die (Vleichungen [617] : 

n»! (Xi v>,~-Zi Vy,) + m, (y, v,^— z, v^J == C, 

usw. erheblich vereinfachen. Denn [531]a ergibt hier: 

mj Xj -[- m, Xj = 0, mj yj -|- m, y^ — - 0, m, z, -|- m, Zj = 0, 

da X, ^ 0, also [532 ]b auch N, ^0 sein soll usw. Mithin ist: 

m, , . nii 

X, ^ -X,, also auch: v. ^ ^v, usw. 

iHj ' ^ mg ' 

Man setze ein. Es wird: 

■— (nii + m*) (yi V., -- z, Vy,) = Ci 

usw. Man sieht: ganz wie in [618]. Folglich : Zwei Massenpunkte, welche 
nur ihren gegenseitigen Anziehungen unterliegen, beschreiben um 
ihren gemeinsamen Schwerpunkt Zentralbewegungen. Dieser selbst 
bewegt sich dabei geradlinig und gleichförmig durch den Raum [583]. 

622. Statt der Zentralbewegungen um den Schwerpunkt kann 
man sich an die Zentralbewegung eines der beiden Punkte, etwa P, 
um den anderen P, halten. Man mache P, zum Anfangspunkt. Dann 
sind die Koordinaten von P, : 

X = x, "Xj, y = yj— y„ z = z, — z, 
oder nach Einsetzen von [621]: 



m, -!- m, nii + m, m, + m, 
. —i—i i . V = y, —i—i i , z = z, — i—! i . 
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Die Koordinaten werden, wie man sieht, im Verhältnis der Summe 

der Massen zur Masse des relativ ruhenden Punktes vergrößert. In 

demselben Verhältnis werden auch die Geschwindig-keiten und Be- 

schleunignuigen vergrößert. 

Durch die Umkehrung-en : 

m, m, m, 

X, = X . f — , y, = y . p — , z, = z . r^ — 

^ m, -|- mj m, + m, ' m, + m» 

geht man von den Koordinaten von P, in bezug auf P zu den Koor- 
dinaten von Pj in bezug auf den Schwerpunkt über. 

623. Momente der Zentrifugallirfifte. Ein fester Körper drehe sich 
gleichförmig mit der Winkelgeschwindigkeit la utn eine beliebige durch 
den Schwerpunkt gehende Gerade. Fig. 104. Man mache sie zur 
z-Acbse. Dann ist die Massenbeschleunigung irgendeines Punkts P 
Fig. 99 Seite 166 nach [358] : 

=: m . w* p, . 
Sie geht nach der z-Achse hin. Die Zentrifugalkraft ist daher eben- 
sogroß und geht von der z-Achse fort in der Richtung von g.. Da p, 
die Projektionen hat: 

X, y, 0, 
so hat die Zentrifugalkraft die Projektionen : 

X = mtu*x, Y = mtu*y, Z = 0. 
Mitbin sind die Gesamtmomente der Zentrifugalkräfte in bezug auf 
die X-Achse, die y-Achse, die z-Achse nach [245]. 

i'(y.O — zmw^y), i'(zm w*x — x.O), ^(xmw^y — ymii>*x), 
oder nach Einführung der Zentrifugalmomente [550] (welche übrigens 
hiernach ihren Namen haben): 

— w^Dj, -|-w*Dj, 0. 

624. Drehung um eine freie Achse. Ist die z-Achse eine Euler'sche 
freie Achse, so verschwinden D, und Dj. Also heben die Momente 
der Zentrifugalkräfte einander auf und brauchen nicht erst durch 
Momente äußerer Kräfte aufgehoben zu werden. Der Körper dreht 
sich frei. Doch vergleiche man [769]. 

Umgekehrt: Wenn ein fester Körper sich ohne äußere Kräfte 
um eine unveränderliche Achse dreht, so ist diese Achse eine freie 
Achse. 

625. Drehung um eine unfreie Achse. I>i und D, verschwinden nicht 
(wenigstens nicht beide). Die beiden axialen Momente : 

— w»Di, +w'D, 
haben ein resultierendes Moment, dessen Pfeil auf der z-Achse senk- 
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recht steht und die Drehung mitmacht. Es muß, falls die Drehunjf 
g^leichförmig' bleiben und im besonderen nicht in eine Kegelbewegfung- 
[413] übergehen soll, durch Momente äußerer Kräfte fortwährend auf- 
gehoben werden. 

Der Körper muß durch äußere Kräfte gezwungen werden, in einer 
Drehung um eine unfreie Achse zu verharren. 

626. Der Stab AB sei fest verbunden mit der vertikalen Achse, 
welche in zwei Lagern P und Q ruht, so daß das untere Lager P 
zunächst das Gewicht des Stabes zu tragen hat Wenn aber der 
Stab sich um die Achse dreht, so ist klar, 

dali die beiden Lager auch seitlich, das 
obere nach rechts und das untere nach 
hnks, einen Druck auszuhalten haben. Und 
die Reaktionen dieser Drucke bilden ein 
an der Achse angreifendes Kräftepaar p, p, 
dessen Moment dem Moment der Zentri- 
fugalkräfte fortdauernd das Gleichgewicht 
halten muß. 

Durch das Heranpresaen während der 
Drehung schleifen sich Achse und Lager 
bald aneinander ab. Die Lager werden 
zu weit und die Achse wird zu dünn. 
Durch den zu großen Spielraum entsteht 
das äußerst unangenehme Schleudern, 

Man sieht daher bei allen Maschinen 
darauf, daß die Achsen, um welche Maschinenteile sich drehen sollen, 
freie Achsen sind und muß, sobald die Schleudererscheinung eintritt, 
sofort Gegenmaßregeln ergreifen durch entsprechende Änderungen an 
den Massenverteilungen. 

627, Daß eine augenblickliche Drehung um eine unfreie Achse 
nur durch äußere Kräfte zu einer fortdauernden Drehung werden 
kann, ergibt sich auch durch die Momente der Bewegungsgrößen statt 
der Zentrifugalkräfte. 

DieBahngeschwindigkeitv eines Punkteshat [3 16] die Komponenten: 
Vx ;= — w y, Vj ^ -|- '" ^1 ^» = ''■ 
Daher sind die Momente der Bewegungsgrößen in bezug auf die 
X-Achse, die y- Achse, die z-Achse: 

i' m (y V, — z V, ) ^^ — (D Irnnz^ — Dg tu 
.Tm (zvi — xVi) ^ — (ui'myz=^ — D, in 
rm(xv, — yv,} = -|-wi-m(x»-|-y') = + T.w. 
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Nimmt man das xyz-System im Körper fest an, so bleiben 
diese drei Momente: 

— DjW, — D,w, 4-T.w . 
konstant. Sie haben also auch ein im Körper konstantes Haupt- 
moment [S20], dessen Pfeil aber, wenn Dj und D^ nicht beide ver- 
schwinden, geg-en die z-Achse geneigt ist und daher an der Drehung" 
teilnimmt. Folglich sind für ein im Raum festes Koordinatensystem 
die Momente nicht alle drei konstant; d. h. die Flächenintegrale sind 
nicht erfüllt, wie es der Fall sein müßte, wenn keine äußeren Kräfte 
wirkten, 

628. DI« unveränderliche Ebene der Bewegung. Die drei Flächenintegrale 
[617] sagen nach Einführung des eben genannten Hauptmomentes 
aus, daß dieses der Größe und Richtung nach unveränderlich bleibt, 
solange keine äußeren Kräfte wirken. 

Es gibt also alsdann eine unveränderliche Achse und die zu ihr 
senkrechte unveränderliche Ebene des Hauptmoments der BewegTings- 
größe. Nur wenn C,,Cj, C^ alle drei verschwinden, verschwindet auch 
das Hauptmoment C und die Stellung der unveränderlichen Ebene wird 
dann gänzlich unbestimmt, wie 2. B., wenn das System anfänglich in 
Ruhe gewesen und nur durch innere Kräfte allmälig in Bewegung 
geraten wäre. 

629. Meist werden bei Betrachtung der unveränderlichen Ebene 
nur die Bewegungen um den Schwerpunkt genommen, vgl. [615]. 
Für zwei materielle Punkte fällt sie dann mit der gemeinschaftlichen 
Bahnebene zusammen [621]; ebenso für beliebig viele Punkte, falls 
sie alle in derselben Ebene bleiben. 

Dreht sich ein fester Körper um eine freie Achse, so ist diese 
selbst die unveränderliche Achse und die zu ihr senkrechte Ebene 
ist die unveränderliche Ebene. (Nicht aber ist es so, wenn die augen- 
blickliche Drehung um eine unfreie Achse geschieht [627].) 

630. Kaot-Lapiace'sche Hypothese. Alle Planeten laufen, abgesehen 
von den geringen Neigungen ihrer Bahnebenen, in demselben Sinne 
um die Sonne, Und in demselben Sinne drehen sie sich um ihre 
Achsen, die Sonne mit einbegriffen. Folglich können sich die Momente 
ihrer Bewegungsgrößen nicht zerstören; es muß C von Null ^'er- 
schieden sein. 

Das Sonnensystem hat daher eine unveränderliche Ebene und 
muß sie „von Anfang an" gehabt haben, d. h. schon zur Zeit, als es 
noch ein Umebelwar, wie man nach der Kant-Laplace'schen Theorie 
annimmt. Damals allerdings war es wahrscheinlich mehr chaotische 

D.3nz.<J,>L.ÜO'^IC 



g 37. Die Momente von KiäftcD, von MasieDbesciilenalguiigeii, von Antrieben um. 21'i 

Bewegungr durcheioander, als regelmäßiger Umlauf und Drehung. 
Aber das jetzige Hauptmoment muß diese Bewegung auch schon 
gehabt haben. 

631. Die Flächenintegrale behaupten durchschnittliche Unveränder- 
lichkeit der Fläch engeschw in digkeiten. Sie können nicht alle zunehmen 
oder nicht alle abnehmen, da die Summe der Produkte aus ihnen und 
den Massen konstant bleiben soll. Wie es aber mit den Bahnge- 
schwindigkeiten oder Winkelgeschwindigkeiten steht, muß man erst 
durch deren Beziehungen zu den Flächengeschwindigkeiten ausmachen 
[319] und [321]. 

Wenn z. B. der Urnebel, wie man annimmt, ursprünghch viel 
weiter ausgedehnt war, als das jetzige Sonnensystem, so muß seine 
durchschnittliche Winkelgeschwindigkeit damals erheblich kleiner ge- 
wesen sein, da nach [321] die Winkelgeschwindigkeit bei gegebener 
Flächengeschwindigkeit dem Quadrat des Abstandes umgekehrt pro- 
portional ist. 

632. Veränderlichkeit der Erddrehung. Wenn die Erkaltung der Erde 
langsam fortschreitet und sie sich entsprechend zusammenzieht, so 
muß hiemach ihre tägliche Drehung allmälig schneller werden. Die 
Unveränderlichkeit des Tages ist gefährdet, mögen auch Jahrtausende 
vergehen, ehe die Vergleichung mit anderen astronomischen Zeit- 
maßen, mit Jahr und Monat, eine Spur davon erkennen laßt. 

Dabei ist von äußeren Kraftmomenten ganz abgesehen, die aber 
durchaus nicht fehlen und, wie der geniale Robert Mayer erkannt 
hat, im Durchschnitt die Drehung der Erde wieder verlangsamen 
(wegen der Flutreibung), was hier nicht genauer erörtert werden mag. 
Mögen die Beschleunigung durch Erkalten und die Verzögerung 
durch Flutreibung sich ungefähr aufheben oder mögen beide an sich 
zu klein sein; genug, bisher hat man vergebens nach Spuren einer 
Veränderlichkeit des Tages geforscht. Er soll in geschichtlichen 
Zeiten noch nicht um '/j^^ Sekunde länger oder kürzer geworden sein. 

633. Erhaltung der Rotationsebene. Die Änderung des Momentes 
der Bewegungsgröße ist dem Moment des Antriebes der äußeren 
Kräfte proportional. Je größer ersteres Moment daher ist, desto 
weniger hat im Verhältnis ein gegebenes Kraftmoment zu bedeuten. 
Je schneller also die Bewegung, um so langsamer erfolgt die Änderung 
der Achse und Ebene des Hauptmomentes der Bewegungsgröße. 

In diesem Sinne schreibt man z. B. sehr schnell sich drehenden 
Körpern ein sehr starkes Bestreben zu, die absolute Richtung der 
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Drehungsachse gegeo einwirkende Kraftmomente zu verteidigen. 
Man apricht von dem Gesetz der Erhaltung der Rotationsebene. 

634. Beispiele: 1. Die Längsgeschosse erhalten durch den Drall 
eine schnelle Drehung, damit sie sich nicht so leicht wegen des seit- 
lichen Schlages, dem sie noch zuletzt beim Verlassen des Rohres 
ausgesetzt sein können, überschlagen. 2. Die Achse des Foucault- 
schen Gyroskops in der kardanischen Aufhängung beschreibt beisehr 
schneller Rotation langsam einen Kegel um die Richtung der Erd- 
ach.se; dies ist aber im relativen Sinne zu verstehen, denn im ab- 
soluten Sinne behält sie ihre Richtung bei (zweiter experimenteller 
Beweis Foucault's für die Drehung der Erde) [508]. 

3. Der gewöhnliche Kreisel fällt ohne Drehung sofort um unter 
dem Einfluß des aus der Schwere und dem Druck auf die Spitze be- 
stehenden Kräftepaares. In Drehung versetzt, fällt er nicht um, sondern 
macht, schräg gestellt, Kegelbewegungen. 4. Wenn man einen schnell 
gedrehten Brummkreisel an der Achse festhält und ihn beliebig hier 
und dorthin neigen will, so spürt man einen viel größeren „Widerstand", 
als wenn er sich nicht dreht. 



8 28. Lebendige Kraft und Arbeit. 

636. Die lebendige Kraft oder vis viva hat Leibniz der Bewegungs- 
menge des Cartesius gegenübergestellt als dasjenige Maß der Be- 
wegung, welches zwar auch der Masse, aber nicht der Geschwindigkeit 
selbst, sondern ihrem Quadrat proportional gein sollte. Sie werde 
hier mit L bezeichnet 

Allerdings ist sie schon früher, namentlich von Huyghena, be- 
nutzt worden. Aber doch nur in besonderen Fällen und nicht als 
allgemein brauchbares Maß der Bewegung. 

636. Der Proportionalitätsfaktor l wird hier (seit Coriolis) nicht 
= 1, sondern =^ '/^ angenommen. Man setzt [140] : 
^ m ■ V* 

Lebendige Kraft = (Masse X Quadrat der Geschwindigkeit) durch zweL 
Hieraus folgt: 

1. Einheit der lebendigen Kraft ist die lebendige Kraft der Masse Ü 
bei der Geschwindigkeit 1. 

2, Die Dimensionsformel lautet: 

[L] = [m][v]' = [„,][I]>[tl-'. 

Dijiü.d., Google 



§ 28. Lebendig« Kralt uod Arbeit. gI5 

Ferner ist nachdrücklich hervorzuheben, daß L im Gegensatz zur 
Beweg-nngsgTÖße keine Richtung haben soll. L wird als absoluter 
Zahlenwert aufgefaßt, L ist skalar [IIa]. 

637. Energie. Die Bezeichnung „lebendige Kraft", welche den 
Gegensatz zu einer „toten Kraft", z. B. dem bloßen Druck, hervor- 
heben sollte, wird jetzt vielfach beanstandet als gar zu metaphysisch 
und obendrein leicht Verwechslungen mit der Kraft schlechthin oder 
der bewegenden Kraft, der „vis motrix" herbeiführend. Man nennt sie 
dann Energie. 

Th. Young sagt in seinen „course of lectures": The term energy 
may be applied with great propriety to the product of the mass or 
weight of a body into the Square of the number expressing the velocity. 

63S. Kinetische Energie. Dieser Vorschlag hat sich in der Neuzeit 
weit über seine ursprünglichen Grenzen durchgesetzt, denn die Energie 
ist allmälig ein sehr allgemeiner naturwissenschaftlicher Begriff ge- 
worden [§ 29]. Zur näheren Unterscheidung nennt man daher die 
Leibniz'sche lebendige Kraft auch Energie der Bewegung oder nach 
Rankine kinetische Energie, oder auch aktuelle, sichtbare, dynamische 
Energie. Sehr treffend ist auch „Wucht". In der technischen 
Mechanik heißt sie auch ,. Arbeits Vorrat". 

So wird die Bedeutung dieses Begriffs schon durch die Mannig- 
faltigkeit der Namen angezeigt. Seltsamerweise unterscheiden eng- 
lische Schriftsteller noch die alte vis viva = m v* von der halb so großen 

Kinetic energy =: --- - 

639. Bewegungsenergie und BewegungsgrSDe. Es sei m die Masse, v 
die Geschwindigkeit eines materiellen Punktes (oder materiellen Körpers, 
der nur eine Translation durchmacht, also nur ein v hat). Dann sind 
seine Bewegungsgröße B und seine Bewegungsenergie L: 

B=:mv, L^m — . 

Eliminiert man erstens m und zweitens v, so folgt: 

2 ' 2 m 

Hieraus ist dreierlei zu entnehmen: 

1, Bei gegebener Geschwindigkeit sind Bewegungsenergie und 
Bewegungsgröße einander proportional. 

2. Bei gegebener Masse ist die Bewegungsenergie dem Quadrat 
der Bewegungsgroße proportional. 
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3. Bei gegebener Bewegungsgröße ist die Bewegungsenergie der 
Masse umgekehrt proportional. 

640. Kleinere Körper haben also bei gegebener Bewegungs- 
größe mehr Bewegungsenergie. Durch den Antrieb der Pulvergase 
erhalten Geschoß und Geschütz annähernd (entgegengesetzt) gleiche 
Bewegungsgrößen. Aber die Bewegungsenergie des Geschosses ist 
sehr viel größer als diejenige, welche das Geschütz durch den „Rück- 
stoß" erhält. 

Also man beachte wohl: Wenn die größere Masse durch die 
kleinere Geschwindigkeit gerade so ausgeglichen wird, daß die Be- 
wegungsgTÖßen einander gleich sind, erhält die kleinere Masse trotz- 
dem die größere Bewegungsenergie. 

Es handelt sich eben um zweierlei Maß der Bewegung. 

641. Lebendige Kraft eines Systems ist nicht die geometrische, sondern 
die gewöhnliche oder absolute Summe der lebendigen Kräfte seiner Teile: 

Es ist also unmöglich, daß die lebendigen Kräfte der Teile ein- 
ander aufheben, selbst wenn ihre Bewegungen die verschiedensten 
Richtungen haben. Denn diese Richtungen kommen dabei gar nicht 
in Betracht 

Zerlegt man die Geschwindigkeiten geometrisch nach drei senk- 
rechten Achsen, so zerfällt L in drei absolute Summanden. Denn es 
ist [241]: 

v*^ v,*-|-'Vj-^ + v,*i also; 

Jeder Summand ist, wie man sieht, gleich derjenigen lebendigen 
Kraft, welche den zugehörigen Projektionen der Geschwindigkeiten ent- 
sprechen würde. 

642. Bewegunflsenergie und Schwerpunkt Zerlegt man die Bewegnmg- 
eines Systems wie in [586] in die Bewegung des Schwerpunktes und 
in die Bewegung um ihn, so verschwindet zwar nach [586] die Be- 
wegungsgröße der letzteren, aber nicht ihre Energie. Es gilt viel- 
mehr der Satz (vgl. auch [547]): 

Die gesamte kinetische Energie L eines Systems kann in zwei 
Teile L^, und Lj zerlegt werden, welche bedeuten: 

1. die kinetische Energie der Bewegung des Schwerpunkts; 
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2. die kinetische Energie der relativen Bewegungen um den 
Schwerpunkt: 

So ist z. B. die Energie eines Geschosses gleich der Summe der 
Energien seiner Bewegung in der Luft und der Drehungsenergie. 

643. Zum Beweise setze man wie in [586]: 

x^x,-|-x', also: v, = -j-^ -|- v'„ folglich: 
,.m , m/'dx,'\* . dx, , , ^m, ,,, 

I (A xA* d X, ^, , . ,. m , , 

-(-dTJ+Tr-""-+-2'"->- 

Das mittlere Ghed rechts verschwindet Bildet man die entsprechenden 
Gleichungen für die y-Achse und die z-Achse, addiert und wendet 
[641] an, so folgt: 

-^|v. = M:^+.,„if,„... 

L=.L(, + L,, q.e.d, 

644. Drehungsenergie. Ein Körper drehe sich um eine beliebige 
Achse 1 mit der Winkelgeschwindigkeit w. Es sei T das Trägheits- 
moment um diese Achse, so ist die Bewegungsenergie: 

Beweis: Nach [314] ist die Geschwindigkeit v eines beliebigen 
Punktes P im Abstand r von der Achse: 
v=rrw, daher: 

also nach [544]: 



Schon diese eine Formel rechtfertigt die Einführung des Träg- 
heitsmomentes in die Mechanik. 

64&. Trägheitsmoment und redu:derte Masse. Man achte auf die Ana- 
logie mit der ursprünglichen Formel [636] für L. Es steht w für v 
und T für m. Insofern kann man sagen: Das Trägheitsmoment ist 
für die Drehung, was sonst Masse ist (für Translation). 
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Da die Geschwindigkeit v im Abstände 1 gleich w wird, so nennt 
man T auch die auf den Abstand 1 reduzierte Masse, und so erklärt 
sich nach [37] die von Euler gewählte Bezeichnung" momentum inertiae 
oder Trägheitsmoment. 

646. Orehungsenergie nnd TrägheJtsradius. Um bei gegebener Winkel- 
geschwindigkeit möglichst viel Energie zu erhalten, muß man also 
sehen, nicht die Masse selbst, sondern ihr Trägheitsmoment T möglichst 
groß zu machen. Die Hauptmenge des Stoffes ist möglichst weit von 
der Achse anzubringen. Schwungräder der Dampfmaschinen zur 
Aufspeicherung von Energie oder Arbeitsvorrat. 

Man kann auch sagen: Der Trägheitsradius R muß mögHchst 
groß werden. Denn es ist nach [562]: 

I T *^* »* K^*w* ., fRw)* , 
L ^T -^ = M — —— ^ M -■ ^ — , oder: 



also wieder wie zu Anfang, nur daß v die Geschwindigkeit im Ab- 
stand R bezeichnet, 

647. Die mechanische Arbelt Massenbeschleunigung, Bewegungs- 
gTÖße und lebendige Kraft stehen alle drei in innigster Beziehung zu 
den bewegenden Kräften, zu den Kräften schlechthin. Die Massen- 
beschleunigung ist der Kraft unmittelbar und die Bewegungsgröße 
(oder deren Änderung) ihrem Antrieb (Kraft X Zeit) proportional. 

Die kinetische Energie aber bedarf in dieser Hinsicht eines neuen 
Hilfsbegriffes, der Kraftarbeit (Kraft X Weg), die hier den Buchstaben 
A erhalten möge. Ea gehören also zusammen : 1. Massenbeschleunigung 
und Kraft K; 2, Bewegungsgröße und Kraftantrieb J; 3. Bewegungs- 
energie und Kraftarbeit A. 

648. Entstehung des Arbeitsbegriffes. Die große Wichtigkeit des 
Produktes aus Kraft und Weg für die Statik hat man schon früh 
erkannt. Johann Bernoulli, der die hierauf gerichteten Vorarbeiten 
Leonardo da Vinci's, Galilei's usw. zusammengefaßt hat [720], be- 
zeichnet es als virtuelles Kraftmoment, wofür man heute zutreffender 
virtuelle Arbeit zu sagen hat. 

Auch der dynamischen Bedeutung der Arbeit war man bald auf 
der Spur. So sagte Pascal: „Es ist offenbar dasselbe, ob man 
100 Pfund 1 Zoll, oder 1 Pfund 100 Zoll hebt." Er meinte für die 
zu leistende Arbeit, welche ihm begrifflich vorschwebte, wenn sie 
auch erst sehr viel später von Coriolis uqd dann von Poncelet als 

D.3nz.<J,>L.ÜO'^lC 



g 38. Lebendige Kraft imd Arbeit. 219 

Kunstausdnick besonders für die technische Mechanik eingeführt 
worden ist. 

649. Definition der Arbdt. Wenn der Angriffspunkt einer nach 
Größe und Richtung konstanten Kraft K einen Weg s in der Richtung 
der Kraft oder in der entgegengesetzten Richtung zurücklegt, so 
nennt man Arbeit das positive und negative Produkt aus den ab- 
soluten Werten von K und a, Sie ist positiv bei gleicher, negativ bei 
entgegengesetzter Richtung von K und s. 



K S 

Fig. lOÖ. Fig. 106. 

Daher, wenn K und s ohne Vorzeichen genommen werden: 
A = -}-K-3, bei gleicher Richtung von K und s; 
A = — K . s, bei entgegengesetzter Richtung von K und s. 

Für K=l und s^l wird auch A = l; d, h.: 

Arbeitseinheit ist die Arbeit der Kraft 1 auf dem Wege 1. 

Die Dimenaionsformel ist; 

LA] = [K][l] = [ml[l]'[t]-'. 

650. Erg und ioule. Im C-G-S-System ist daher die Arbeitseinheit 
gleich derjenigen Arbeit, welche das Dyn auf einem Zentimeter Weg 
verrichtet. Man nennt sie mit einem besonderen Namen das Erg. Also: 

1 Erg = 1 Dyn X 1 Zentimeter =; 1 Dynzentimeter. 
Da 1 Dyn so ziemlich dem Gewicht eines Milligramms gleich- 
kommt [145], so ist das Erg für die Technik offenbar viel zu klein. 
Man hat daher noch das lO'fache des Erg als besondere Einheit, das 
Joule eingeführt. {Joule war ein bedeutender englischer Physiker.) 
Daher: 

1 Joule = 10' Erg = 10' Dynzentimeter. 
Auf den Faktor 10' = zehomiUion ist man verfallen, indem man 
in möglichster Rücksicht auf das technische Maßsystem das kg als 
Masseneinheit und das Meter als Längeneinheit genommen hat. Es ist 
nämlich 1 kg = 10' gramm und 1 m = 10* cm, daher nach der Dimen- 
sionsformel [649] und [167]: 

1 Joule = 10» - (10")* . 1 ■ Erg :^ 10' Erg. 

651. Das Kllagrammeter. Im technischen Maßsystem ist (von 
Poncelet) diejenige Arbeit als Einheit genommen worden, welche 
man aufwenden muß, um einen Körper von I kg Masse, also 1 kg* 
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Gewicht einen Meter hochzuheben. Sie heißt: das Meterkilogramm 
oder Kilog^ammeter, abgekürzt: mkg*. 

Da die technische Masseneinheit ^ 9&10 g- [146] und das Meter 
= 10* cm ist, so folgt: 

1 mkg* ~ 9810 (10')'Erg = 98100000 Erg = 9,81 Joule, d. h. ungefähr: 
1 mkg* = hundert Millionen Eig = zehn Joule, 
652. Arbeftsstärke. Aus Arbeit und Zeit hat die technische Mechanik 
die Arbeitsstärke oder die Leistungsfähigkeit oder den Wirkungsgrad 
(einer Maschine) zusammengesetzt. Sie isl das Verhältnis der Arbeit zur 
Zeit. Sie möge W heißen. Es ist dann: 

^^^ ^ A Arbeit 

T~~Zeit""' 
Hieraus folgt: 

1. Einheit der Arbeitsstärke kommt einer solchen Maschine zu, 
welche in der Zeiteinheit die Einheit der Arbeit leisten kann. 

2. Die Dimensionsfonnel lautet: 

[W] = [A].[t]-i = [m][l]Ht]-'. 

663. Das Watt und das Kilowatt. Im C-G-S-System ist die Einheit 
des Wirkungsgrades das Sekunden-Erg oder für die elektrotechnische 
Praxis das zehnmillionenmal ao große Sekunden-Joule [650]. Letzteres 
wird auch ein Watt genannt, nach dem großen englischen Ingenieur. 

Obgleich dieses Watt hiemach schon das lO'fache der eigent- 
lichen Einheit der Arbeitsstärke beträgt, ist es doch für die Technik 
noch zu klein. Sie gebraucht das „Kilowatt" gleich tausend Watt 

Es ist also: 

1 KUowatt — 10^" Sekunden-Erg. 

654. Die Pferdestärke und das PonceleL Viel älter als das Kilowatt 
ist die Pferdekraft oder Pferdestärke als das heute noch außer bei 
elektrischem Betriebe übliche Maß der Maschinenkraft Die Pferde- 
stärke, abgekürzt P S oder die Horse Power, abgekürzt H P, beträgt 
75 mkg* in der Sekunde. 

Die Zahl 76 soll Watt durch wiederholte Messungen der Arbeits- 
leistung von Pferden bei stundenlanger, nicht überanstrengender Arbeit 
gefunden haben. In Frankreich nimmt man neuerdings die Zahl 100, 
welche also einem sehr starken Pferd entsprechen würde und nennt 
die Einheit dann 1 Poncelet Also: 

1 Poncelet = 100 "*^^ = 4 P S. 
sec 3 
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656. Um Kilowatts in PS oder Poncelets ausdrücken zu können, 
vergegenwärtigte man sich, daß [661]: 

1 mkg* = 98100000 Erg = 9,81 Joule. 
Daher [664]: 

1PS = 76^'^^. 



1 P S = 0,736 Kilowatt = — Poncelet. 

Umgekehrt: 

1 Kilowatt = 101,9 "'-^=1,019 Poncelet = 1,359 PS. 
sec 

Man merke also, daß bis auf 2 "/o genau das Kilowatt mit dem 



656. Pferdskraftstunde und Kllowatistunite. Ist Wirkungsgrad = Arbeit 
durch Zeit, so ist Arbeit = Wirkungsgrad mal Zeit. Hierauf sind zwei 
neue, in der modernen Technik vielgebrauchte Einheiten der Arbeit 
zurückzuführen, die Pferdekraftstunde oder Horae-Power-Hour , ab- 
gekürzt HPH und die Kilowattstunde als diejenigen Arbeiten, welche 
eine Pferdestärke oder ein Kilowatt in einer Stunde vollbringen kann. 
1 H P H = 75 ■ 3600 mkg* = 270000 mkg* 
1 Kilowattstunde = 101,9 . 3600 mkg* = 367 000 mkg*. 
Ebenso sind das Pferdekraftjahr und das Kilowattjahr gebildet. 





Fig. 107 a, 

657. Erweiterung des Arbeltsbegiifles. Wenn Kraft K und Weg s 
einen beliebigen konkaven Winkel a bilden, so ist K, wie schon 
Bernoulli richtig erkannt hat, durch die Projektion K auf die Richtung 
von s oder, wenn a stumpf ist, auf die entgegengesetzte Richtung zu 
ersetzen. Werden K und s ohne Vorzeichen genommen, so soll hier- 
nach gesetzt werden: 
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A = -^- K' ■ s, wenn « spitz ist, 
A = — K' ■ s, wenn a stumpf ist 
Statt K auf s kann man auch s auf K projizieren. Denn aus der 
Ähnlichkeit der Dreiecke folget: 

K : K' = s : s', daher : 
K'- s = K-s'. 
Ist a spitz, so wird K' ^ K cos a, ist a stumpf, so wird 
K' = Kcos(180' — a) = — Kcosc, mithin in beiden Fällen: 
A-Kscos«. 
Das Vorzeichen ist dann in cos a enthalten. Übrig^ens gibt 
a = 0, A = + Ks; = 180", A = — Ks, wie es nach [649] sein muß. 
6B8. Das Verschvrinden der Arbeit Stehen Kraft und Weg senkrecht 
aufeinander, so wird « = 90*, cos a = 0, A = 0. Die Arbeit verschwindet. 
Eine „Normalkraft" arbeitet also nicht Das ist z. B. der Fall mit 
der Coriolis'schen Kraft, da sie mit der augfenblickHchen Geschwindig-- 
keit einen rechten Winkel bildet [483]. 

659. Vertauschuno von Kraft und Weg. K und s sind, wenn man sie 
rein geometrisch als Strecken nimmt, miteinander vertauschbar. A ist 
nach Graßmann das „innere Produkt" von K und s, welches von 
ihm dem „äußeren Produkt", nämlich dem Parallelogramm mit K 
und s als Seiten, gegenübergestellt wurde [229]. 

Der Arbeit A wird weder die Richtung von K, noch die Richtung- 
von s beigelegt. A soll überhaupt keine Richtung erhalten, ja man 
soll in A nicht einmal die Ebene hineinnehmen, in welcher K und s 
liegen. Die Arbeit ist nur skalar [112] und unterscheidet sich hierin 
wesentlich von dem Antrieb, der ein Vektor ist [599]. 

660. Arbelt und Aktio und ReaktiO. Hiermit im Zusammenhange steht, 
daß das Prinzip der Aktio und Reaktio zwar von den Kräften auf 

ihreAntriebe, aber {im allgemeinen) 

^ "P nicht auf ihre Arbeiten übergeht. 

jf^ Kg Es ist durchaus nicht notwendig, 

■pia J08 daß dieArbeitenderKräfte, welche 

zwei Körper aufeinander ausüben, 

entgegengesetzt gleich sind und sieb in der algebraischen Summe 

aufbeben. 

Man nehme z. B. zwei Körper A und B in anfänglicher Ruhe, 
welche sich gegenseitig anziehen. Sie nähern sich und beschreiben 
also Wege in der Richtung der Kräfte, Also sind beide Arbeiten 
positiv und heben sich nicht auf. 
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661. Innere Arbeit Daraus folgt, daß die Gesamtarbeit der inneren 
Kräfte eines Systems im allgemeinen nicht verschwindet. Sie kann 
verschwinden, sie kann aber auch positiv oder neg^ativ sein [604J. 

Sie verschwindet z. B. für die inneren elastischen Kräfte eines 
starren Körpers. Es seien A und B zwei Punkte desselben und AA^ 
^dsj, BB^ = ds die unendlich kleinen Wege. Nach [381] sind die 
Projektionen d s', und d s' 

auf die Richtung AB ein- -B/k a 

ander gleich. Nach der ^ fx ^^ J> 

Aktio und Reaktio sind da^ dsiA 

aber die Kräfte, welche A p; jq^ 

undB aufeinander ausüben, 

entgegengesetzt gleich. Folglich heben sich die Arbeiten auf. 

Es wird sich in § 31 zeigen, daß dieser Fall in einem allgemeinen 
Satze eingeschlossen ist, weicher lautet: „Zwangskräfte können nicht 
arbeiten". 

662. Arbeit der Resuitanten. Es seien K,, K, . . . beliebig viele 
Kräfte, R ihre Resultante und s der Weg des gemeinsamen Angriffs- 
punktes. Man projiziere sie alle auf die unbegrenzte Weglinie und 
bilde durch Multiplizieren mit s nach [657] die entsprechenden Arbeiten. 
Da die Projektion von R gleich der Summe der Projektionen von 
Kj, K, . . . ist, so folgt: 

Die Arbeit der Resultanten ist gleich der algebraischen Summe 
der Arbeiten der Kräfte selbst. 

Aus der Vertauschbarkeit von K und s ergibt sich femer: Die 
Arbeit einer Kraft für einen Weg, welcher die Resultante beliebig 
vieler anderer Wege ist, stimmt iiberein mit der Summe der Arbeiten 
für diese komponierenden Wege. 

663. Faßt man beides zusammen, so entsteht der folgende sehr 
allgemeine Satz: 

Die Arbeit einer Kraft, welche Resultante anderer Kräfte ist, 
für einen Weg, welcher Resultante anderer Wege ist, stimmt überein 
mit der algebraischen Summe der Einzel arbeiten, welche jede Einzel- 
kraft auf jedem der Einzelwege leisten würde. 

Es ist einerlei, ob man die Kräfte zur Resultante und die Wege 
zur Resultante vereinigt und dann erst die Arbeit sucht oder ob mau 
nacheinander jede Kraft mit jedem Weg zur Berechnung der ent- 
sprechenden Arbeiten zusammennimmt und nachher addiert. (Distri- 
butives Gesetz [184]). 

664. Analytischer Ausdruck der Arbeit Dieser Satz erlaubt eine 
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äußerst einfache Berechnung- der Arbeit einer Kraft K für einen Weg" 
s, wenn beide nicht unmittelbar, sondern die erste durch ihre drei 
Projektionen : 

X, Y, Z 
und der letztere durch seine drei Projektionen : 

X, y, z 
auf die Koordinatenachsen geg^eben sind. Von den 3X3^9 Einzel- 
arbeiten verschwinden nämlich 6, da z. B. X auf y senkrecht steht, 
während die anderen drei sofort nach [649] als; 

X.x, Yy, Zz 
gefunden werden (Vorzeichen schon in diesen Ausdrücken!), Also 
ist die gesuchte Arbeit: 

Ä = K.s.cosa = X.x + Y.y-|-Z.z. 
665. Arbeit als Wegintegral der Kraft Wenn s krumm ist, oder K 
sich allmälig ändert, so zerlege man s in Wegdifferentiale ds, be- 
stimme für jedes ds den Wert von K und den Winkel o, bilde die 
entsprechende unendlich kleine Arbeit [657]: 

d A^Kdscoac 
oder auch im Koordinatensystem [664] : 

dA = Xdx + Ydy + Zdz 
und berechne die Geaamtarbeit für den ganzen Weg s als „Weg- 
integral der Kraft" 

A = /dA = /Kdscos(r = /(Xdx+Ydy + Zdz). 

Es sei PQ die 
Achse eines Kanonen- 
rohres vom Geschütz- 
boden bis zur Mün- 
dung. Der Druck X 
des Pulvergases auf 
den Geschoßboden 
wächst, je nachdem 
das Pulver brennt, 
rascher oder lang- 
samer zu einem Maxi- 
malwert an und nimmt 
dann allmälig ab. Trägt man ihn als Ordinate auf, so entsteht 
die ,, Gasdruckkurve". Ihr Flächeninhalt mißt die gesamte Arbeit, 
welche das Geschoß im Rohre empfängt. 
Nach dem einfachen Mittelwertsatz ist: 



1 / 




^\ 1 


r 


A-fXdx 


X 
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p 
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Fig. 110. 
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WO X„ den „mittleren" Gasdruck bezeichnet. 

666. Handelt es sich nicht um einen materiellen Punkt, sondern 
um ein materielles System, so bezieht sich das Integralzeichen in [C65] 
selbstverständlich auch auf alle Punkte desselben, d. h. es ist die Arbeit 
für jeden Weg und durch abermalig^e Integfration über das ganze 
System die Gesamtarbeit A festzustellen. 

Kommen überhaupt nur unendlich kleine Wege in Betracht, dann 
bezieht sich das Integralzeichen nur noch auf das Integrieren über 
das ganze System. Setzt man dann, wie hier fast immer geschehen, 
statt des Integralzeichens das Summenzeichen, so folgt: 
A-r(Xdx + Ydy+ Zdz). 

667. Arbelt bei Translation. Alle Punkte legen gleiche Wege zurück. 
Nimmt man ihre Richtung zur Richtung der x-Achse, so verschwinden 
dy und dz, während dx als konstant vor das Summenzeichen gesetzt 
werden kann. Es wird also : 

A = dxiX, 
d. h. die Gesamtarbeit ist gleich dem Produkt aus der Größe der 
Translation und der in ihre Richtung fallenden Projektion der Resul- 
tante des gesamten Kraftsystems. 

668. Arbelt bei Drehunfl. Die Winkelgeschwindigkeit sei lo, also der 
unendlich kleine Drehwinkel d (/> = w d t Macht man die Drehungs- 
achse zur X-Achse, so sind nach [317] die Projektionen des Weg- 
elementes eines beliebigen Punktes 

d X = 0, d y = V, d t = — z d i/i, d z ^ v, d t = -f- y d 91. 
Daher: 

A- J{— Yzd</'-fZyd</') = d7>i'(yZ — zY) 
oder auch [245] : 

A = dyiiM„ 
d. h. die Gesamtarbeit der Kräfte ist gleich dem Produkt aus dem 
unendlich kleinen Drehwinkel und dem Gesamtdrehungsmoment der 
Kräfte. 

Übrigens folgt aus dieser und der vorigen Nummer, da einer- 
seits aus den Gesamtprojektionen und Gesamtmomenten eines Kraft- 
systems die inneren Kräfte ganz herausfallen und andererseits jede 
Bewegung eines starren Körpers in Translationen und Drehungen 
zerlegt werden kann, zum zweiten Male [660|, daß bei einem solchen 
Körper die Gesamtarbeit der inneren Kräfte verschwinden muß. 
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669. Arbeit und Etewegungsenergio stehen in sehr ioDig^er Beziehung- 
zueioacder, wie schon Galilei im einfachsten Beispiele erkannt hat. 
nämlich dem freien Fall im luftleeren Raum ohne Anlang^geschwindig'- 
keit Es ist dann [338]: 

v^gt, s = — t', also auch, wenn t entfernt wird : 



m-g ist die Schwere, also die Kraft K. Links steht daher die Arbeit 
A der Schwere und rechts steht die erlangte lebendig^e Kraft I_ 
Es ist: 

A = L. 
Arbeit ^ Lebendige Kraft. 
670. Der Satz von der lebeidlgen Kraft ist die allgemeinste Erweiterung: 
dieses ersten Galilei'schen Falles, Sie lautet: 

Die Gesamtarbeit aller (äußeren und inneren !) Kräfte eines mate- 
riellen Systems in einer beliebigen Zeit ist gleich dem Unterschiede 
der lebendigen Kräfte zu Ende und zu Anfang dieser Zeit 

Es sei A die Gesamtarbeit, L die erreichte, Lo die unfängliche 
Bewegungsenergie. So soll also sein: 

A=L-I,. 
871. Man nehme zunächst ein Zeitdifferential d t an und berechne 
nach [666] die unendlich kleine Arbeit: 

dA = i-(Xdx + Ydy + Zdz). 
Nach der Gruridgleichung ist X = m.gx, also: 

X d X =^ m gs d X, 
oder auch [346]^: 

Xdx = mv, dv, = dfm- ^ ■]. 
Ebenso lassen sich die beiden anderen Glieder umformen. Mari erhält: 



dA = 



tlA-dL 
integriert ; 

A = L — Lg, q-e.d. 
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672. Es entsprechen einander: 

I. Kraft und Massenbeschleunig^ng* ; 
IL Kraftantrieb und Bewegiingsgröße ; 
in. Kraftarbeit und kinetische Energ-ie. 
I wird durch die Grundgieichung erhärtet, IT durch Gleichung 
[598] und III durch die eben beWiesene Gleichung. 

Man achte aber wohl darauf, daß die beiden letzteren Gleichungen 
mathematische Folgerungen aus der Grundgleichung sind, die 
hierzu nach der Zeit oder nach dem Wege integriert werden mußte. 

673. In den Gleichungen der Mechanik stehen die Maßzahlen der 
Größen, nicht diese selbst [108]. Wenn man daher, wie es üblich ist, 
nicht allein die Arbeit, sondern auch die lebendige Kraft in Erg oder 
Joule, oder itikg* oder H P H oder Kilowattstunden angibt, so geschieht 
es in dem Sinne, daß die angegebene Zahl zugleich die Arbeit mißt, 
durch welche die lebendige Kraft erzeugt werden kann. 

Ein Eisenbahnzug von 100 000 kg* Gewicht habe eine Geschwindig- 

keit:v = 20 --. Seine Bewegungsenergie ist dann (m = — ! [151]) 

"I = ;»«^«»» . «« = „„d 2 000 000 „.k^.. 

Es müssen also 2 000000 kg einen Meter fallen, um dieselbe Energie 
zu erhalten. Oder es müßte ein Pferd 7,4 Stunden arbeiten, um dem 
Zug die erlangte Geschwindigkeit zu erteilen, Widerstände dabei aus- 
geschlossen. 

674. Ein Geschoß von 100 kg* Gewicht habe beim Austritt 

aus dem Rohr eine Geschwindigkeit v — 700 , Dann ist seine 

sec 

kinetische Energie: 

L = — . -^ = 2450000 mkg* = 9,1 H P H. 

Daraus ergibt sich, wenn I =^ 3,2 m die Länge des Rohres ist, der 
mittlere Gasdruck [665]: 

X„ = -t = 766 000 kg* 

und, wenn d = 20cm den Durchmesser des Geschosses bezeichnet, der 
mittlere spezifische Gasdruck (für den Quadrafxentimeter): 

^— j,- = 2440 T-^ = rund 2400 Atmosphären. 
d* (cm)* ^ 

15* 
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uDter ihnen gehören liclit der Mechanik an (Energie der Warme, des 
Lichtes, magnetische und elektrische Energie, chemische Energie). 

Alle diese Energien können ineinander umgewandelt werden, 
wobei Gewinn und Verlust einander aufheben, d. h. in einem unver- 
änderlichen Zahlen Verhältnis stehen, wenn man jede von ihnen durch 
eine besondere Einheit mißt Man denke an das bekannte, zuerst 
von Robert Mayer berechnete mechanische Wärmeäquivalent, 
1 Kalorie = 426 mkg*. 

678. Potentielle Eiergle. Aber auch die Mechanik ist bei der Er- 
weiterung des Energie begriffes nicht untätig geblieben, denn sie hat 
außer der Bewegungsenergie noch eine zweite mechanische eingeführt, 
nämlich die statische oder potentielle Energie, auch Spannungsenergie 
oder Energie der Lage. 

Man ist da, wie jetzt gründlich erläutert werden wird, nach 
Green, Gauß und Anderen von den Kräften zu ihren Kräftefunktionen 
oder Potentialen und dann nach Mayer und Helmholtz durch Um- 
kehrung des Vorzeichens zu den potentiellen Energien vorgedrungen. 

679. Das Potential der Schwere ist das einfachste Beispiel hierfür. 
Es mögen ein nicht zu großer Teil der Erde und kleine Abweichungen 
in der Höhenlage angenommen werden, so daß die Fatlbeschleunigung 
ge der Größe und Richtung nach konstant gesetzt werden darf. 

Was versteht man dann unter Potential der Schwere und zu 
welchen Absichten wird es eingeführt? 

680. Die Arbeit der Schwere. Wenn ein 
Körper mit der Masse m lotrecht von P 
nach Q herabfällt, so leistet sein Gewicht 
G^m-ge die Arbeit: 

A ^ m ■ g, ■ h ^ G ■ h. 

Dieselbe Arbeit entsteht aber auch 
beim schiefen Fall von P nach R, wenn R 
mit Q auf gleicher Horizontalebene, auf 
gleichem „Niveau" Uegft Dann ist die 
lotrechteKomponente des Fallens auch ::=h, 
und nur auf diese kommt es bei der Arbeit an [657]. 

Aber auch bei irgendeiner Bewegung, etwa auf vorgeschriebener 
Bahn PSTR wird dieselbe Arbeit von der Schwere geleistet. Denn 
von P nach T ist sie ^^ G - P U und von T nach R =^ — G ■ Q U, folg- 
lich von P nach R: 

A = G(PU — QU) = G.PQ = G.h. 

681. Diese Überlegungen sind im wesentUchen scht>D von Galilei, 
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im vollen Bewußtsein ihrer TragTveite aber dann von Huyghens an- 
gestellt worden. Man kann sie zu folgendem Satz zusammenfassen: 
Auf welchem Wege, in welcher Zeit und unter Mitwirkung welcher 
anderen Kräfte {Druck, Reibung) ein Körper von einem Ort P nach 
einem Ort R gelangt, die dabei von der Schwere zu leistende Arbeit 
ist stets die gleiche. Ihr absoluter Betrag ist das Produkt aus dem 
Gewicht und dem Höhenunterschied h. Sie ist positiv, wenn P hoher, 
negativ, wenn P tiefer liegt als R. 

682. Das Gefälle. Es kommt also auf die Lage, auf den Höhen- 
unterächied, auf das Gefälle h an. Verschwindet es, d. h. liegen P 
und R auf gleichem Niveau, so verschwindet auch die mögliche oder 
„potentielle" Arbeit, Kommt im besonderen der Körper wieder in 
seine Anfangslage zurück, so kann durch das Gewicht niemals Arbeit 
gewonnen oder verloren werden. 

Dies leuchtet aus tausendfältigen Erfahrungen ein. Instinktiv 
halten wir uns an das Gefälle. 

683. Die volle Bedeutung gewinnen diese so klaren und einfachen 
Betrachtungen erst, wenn man sie mit dem Satz von der lebendigen 
Kraft [670] verknüpft. Denn nun folgt: 

Der Gewinn oder Verlust an Bewegungsenergie, den man durch 
Arbeit der Schwere erhalten kann, hängt nur von dem Gefälle ab. 
Er ist diesem proportional und verschwindet mit ihm. 

684. Bewegung auf vollkommen glatter Bahn. Es soll kerne Reibung 
vorhanden sein, sondern nur die Schwere und der Normaldruck von 

der Bahn auf den Körper. Letzterer 
kann nicht arbeiten [668], also arbei- 
tet in der Tat nur die Schwere, 

Eine Kugel z, B-, die unter den 

gemachten Annahmen von A nach 

B rollen würde, hätte in B dieselbe 

Fig. 112. Geschwindigkeit wie in A, in B, 

wie in A^, in B^ wie in Aj, 

welche Gestalt auch sonst die Bahn haben mag. 

685. Das Potential der Schwere. Nimmt man von den beiden Punkten 
P und R (Fig. 111) einen, etwa R, als fest an, legt durch ihn die 
xy-Ebene als das „Niveau Null", richtet die -|-z-Achse vertikal nach 
oben und bezeichtet P mit P (s., y, z), so wird bei der Bewegung von 
R nach P das Gefälle h^ — z, also die Arbeit: 

A=— Gz. 
Der Ausdruck — Gz heißt das Potential der Schwere, welches 
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also mögliche positive oder Deg'ative Arbeit ist, Arbeit, welche von 
der Schwere geleistet wird, wenn der Körper von einer angenommenen 
Anfangslage auf irgendeinem Wege in eine beliebige Lage P über- 
geht Es werde mit U bezeichnet, also: 
U = — Gz, 
dann ist: 

A=U. 

686. Die Potentialdlflerenz. Nimmt man den Anfang der Bewegung- 
nicht im Niveau Null, sondern in einer beliebigen Höhe z^ an, so wird 
die mögliche Arbeit: 

A = G (Zp — z) = — G z — ( — G Zft), oder: 
A = U — U„. 
Es kommt also nur auf die Potentialdifferenz an, die ganz und 
gar der Niveaudifferenz entspricht und ihr proportional ist Man 
kann überhaupt sagen, daß das Potential selbst nur bis auf eine addi- 
tive Konstante bestimmbar ist, weil das Niveau Null in jeder Höhen- 
lage liegen kann. Und diese additive Konstante, sie heiße C, geht 
beim Subtrahieren verloren, denn es ist: 

(U + Q — (U„ + C) = U-U,. 

687. Es seien v die Geschwindigkeit in P, v^ die Geschwindigkeit 

in R, mithin: 

v^ j mv^* 
L-m-~, -L« = -2- 

die zugehörigen Werte der lebendigen Kraft. Dann ist nach [670]: 

L — Lo = A = U-~Uo, 
d. h. der Unterschied der Bewegungsenergien ist gleich dem Potential- 
unterschied am Anfang und Ende und also völlig unabhängig von 
dem Wege, der von einem Ort zum andern geführt hat 

688. Potentielle Energie. Mayer und Helmholtz haben den ent- 
gegengesetzten Wert von U: 

V = — U, 
also im vorliegenden Falle: 

V = + Gz 

als potentielle Energie eingeführt (Helmholtz nennt sie „Spannkraft" 
[709]). 

Sie heißt auch statische Energie oder Energie der Lage. Dadurch, 
daß ein Körper höher liegt, hat er schon einen Vorrat von möghcher, 
von potentieller Energie, die sich in wirkliche, in dynamische Energie, 
.in lebendige Kraft verwandelt, sobald er in tiefere Lagen kommt 
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689. Andere Energieformen aU lebendig'e Kraft und Energie der 
Lag^e kennt die reine Mechanik nicht, denn die übrigen sind 
wenigstens zur Zeit noch nicht mechanische Energien. 

Die .Summe der dynamischen und statischen Energien: 
E = L + V 
ist daher die gesamte mechanische Energie eines Körpers — vor- 
läufig unter Einschränkung auf die Schwerkraft. 

L ^ m -^ ist völlig bestimmt, V dagegen enthält noch eine additive 

Konstante [686], die also auch in E übergeht und deren Wert von 
der Wahl des Niveau Null abhängt. 

690. Die Ertialtung der Energie. Stellt man in [687] die Glieder um 
und schreibt: 

L — U = I-, — Uo 
oder nach [688]: 

L + V = L^ + V, 
oder endlich nach [689]: 

E = E., 
SO folgt: 

Auf welcher Bahn sich auch ein Körper unter dem Einfluß der 
Schwere bewegt, seine Gesamtenergie ändert sich nicht. 

Steigt er (gerade oder schräg), so nimmt L ab und V zu; E be- 
hält seinen Wert. Fällt er, so nimmt L zu und V ab; E behalt seinen 
Wert. Bewegt er sich horizontal, so ändert sich weder L noch V; 
E behält seinen Wert. 

69t. Es wird dynamische in statische und statische in dynamische 
Energie „verwandelt". Ersteres geschieht durch negative Arbeit beim 
Steigen, letzteres durch positive Arbeit beim Fallen, Aber die Ge- 
samtenergie bleibt erhalten. 

Dies ist der jetzt so unermeßlich wichtig gewordene Satz von 
der Erhaltung der Energie in der Einschränkung auf reine Mechanik 
und auf die Schwerkraft. Es ist der alte Satz von der lebendigen 
Kraft [670], aber in neuer und vorzüglicher Form. 

692. Die Maximaihfihe. Setzt man in die Gleichung: 
£ = £„, oder L + V^E^ 
für V seinen Wert G-z ein, berechnet durch Umkehrung: 

und erwägt, daß L als lebendige Kraft an sich positiv ist und nur im 
äußersten Fall verschwinden kann, so ergiebt sich eine Maximalhöhe. 
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"■"" ~ G ' 
welche der Körper bei gegebener Anfangsenergie eben noch er- 
reichen, aber nicht überschreiten kann. 

Wird er in dieser Hohe ohne Anfangsgeschwindigkeit losgelassen, 
so kann er sie auch später nur eben noch erreichen (wenn Reibungs- 
widerstände aus dem Wege geräumt werden, was aber nicht voll- 
ständig möglich ist). 

693. Zu demselben Schluß gelangt man durch Berechnung von 



= n,^ = E.-V = 



und hieraus: 



V = VlSEo^G ^= T/2G (E^_ \ 



Ein größei 

für V ergeben. Man sieht aber femer, daß jedem z nur ein v ent- 
spricht, daß also der Körper, wenn er wieder in eine schon gehabte 
Höhenlage kommt, die damalige Geschwindigkeit (ihrem absoluten 
Betrage, nicht der Richtung nach) wieder erhalten muß, 

694. Technische Anwendungen der Schwereenergle. Wasser, welches ein- 
geschlossen ist, aber durch Öffnen eines Tores zu Tal fließen kann, 
hat einen sofort verfügbaren Vorrat an Energie. Gesetzt ein durch 
eine Talsperre künstlich erzeugter See habe lOOOOOOOO cbm Wasser 
und ein mittleres Gefälle von 10 m. So ist der Energie Vorrat: 

= 100000000X1000X10 = 1 Billion mkg* 

= ungefähr 4000000 HPH [656]. 
Dies würde zum Betrieb einer hundert pferdigen Dampfmaschine, 
von Verlusten abgesehen, über vier Jahre ausreichen. Fließen aber 
aus dem höheren Gelände in der Sekunde 2 cbm zu, so fließen da- 
mit 20000 mkg* Energie zu. Also könnte bei 60% Nutzeffekt eine 
160pferdige Maschine Tag und Nacht getrieben werden, ohne daß 
der Energievorrat vermindert wird. 

695. Erweiterung des PotenliaJbegrlffes. Die Annahme einer kon- 
stanten Kraft gibt zwar das einfachste Potential, aber zur Aufstellung 
des Potentialbegriffes ist sie nicht notwendig. Es gilt vielmehr die 
erweiterte Erklärung [681]: 

Eine auf einen Körper wirkende, mit seiner Lage beliebig ver- 
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äoderliche Kraft K hat ein Potential oder eine Kräftefunktion U, wenn 
die von K beim Übergfangf vor einer Lage zu irgendeiner anderen 
Lage zu leistende Arbeit gänzlich unabhängig ist von dem Wege, 
auf welchem der Übergang erfolgte. 

Selbstverständlich wird der negative 
Wert: 

V = — U 
auch hier die potentielle Energie genannt. 
696. Das Newton'sche Potential. Es werde 
z. B. der Körper von einem festen Punkt 
O angezogen nach dem Newton'schen 
Gravitationsgesetz [964]: 

r* 
Es sei P Q ^ d s das Wegelement und 
P R die Projektion desselben auf die Rich- 
tung OP. Dann ist das Differential der 
Kig. 118. Arbeit {K ist Anziehung!): 

dA = — K.PR. 
Für K setze man seinen Wert ein. PR ist: 

= OR — OP = OQ — OP = r + dr — r = dr, daher: 

dA = ^dr. 

r* 

Also die Arbeit von einer beliebigen Anfangs- bis zu einer be- 
liebigen Endlage: 

A-/dA = / — -^dr 
oder nach der zugehörigen Integralformel: 

r r,, 
697. Die Arbeit hängt, wie gefordert wird, in der Tat nur von 
der Anfangs- und Endlage ab. Wird r^ als gegeben, r als veränder- 
lich betrachtet, so folgt das Newton'sche Potential: 



Man pflegt hier r^ unendlich groß, also eine unendlich ferne An- 
fangslage zu setzen. Dann wird noch einfacher: 



oder nach Einführung eines Koordinatensystems mit O als Anfangspunkt: 
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r 
Die potentielle Energ^ie ist: 
V=— U=— - 



Vx' + y' + z* 

696. In gleicher Weise sind auch die übrigen Entwicklungen 
vom Potential der terrestrischen Schwere auf das Newton'sche Po- 
tential übertragbar. Dort Niveauebenen, hier Niveaukugehi oder 
Kugelflächen konstanten Potentials. Statt höher ist zu sagen: weiter 
von O entfernt; statt tiefer: näher an O. 
Die gesamte Energie: 

E^L + V 
bleibt ebenfalls unveränderlich. Je größer r wird, desto kleiner wird 
L und desto größer V (algebraisch); je kleiner r, desto größer L und 
desto kleiner V. Aber E bleibt dasselbe [690]. 

699. Die Potentlalfunktion. Das Potential der Schwere und das 
Newton'sche Potential sind besondere Fälle des allgemeinen in [695] 
«rklärten Potentials, das auch als Funktion der Koordinaten des Ortes 
darstellbar ist, was symbolisch durch die Gleichung: 

U=U{x,y,z) 
angedeutet werden kann. 

Ob diese Funktion so einfach ist, wie bei der Schwere, nämlich 
U = — Gz oder wie beim Newton'schen Potential nämlich nach [697]: 

c 
U = Vor .1 i r~. spielt keine Rolle. Genug, daß man sich unter 

U (x, y, z) irgendeine Funktion, die sog. Potentlalfunktion, vor- 
zustellen hat. 

Es ist nun zu zeigen, daß und wie umgekehrt aus der Potential- 
funktion die Niveauflächen, die Kräfte usw. bestimmbar sind. 

700. Das Kraftfeld der Nlveauflächen. Niveauflächen sind Flächen 
konstanten Potentials. Man setze also die Funktion U (x, y, z) == irgend- 
■einer Konstanten = C : 

U(x,y, z)=C (oder V(x, y, z) = — C) 
so erhält man die Gleichungen der Niveauflächen, welche nach den 
Methoden der analytischen Geometrie hieraus ermittelt werden müssen, 
was eine rein mathematische Aufgabe ist. 

Für die Mechanik aber sind so mit der Potentialfunktion die Niveau- 
flächen „gegeben". Sie bilden das sog. „Kraftfeld". 
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701. Die Kraftlinien- Die Richtung der Kraft K in irgendeinem 
Punkte P steht auf der durch P gehenden Niveaufläche (d. h. auf 
der Berührungsebene in P) senkrecht. Denn wäre es nicht so, so 
würde es auf dieser Fläche unendlich kleine Wege von P aus geben, 
die nicht auf K senkrecht stehen. Für 
diese würde die Arbeit daher nicht ver- 
schwinden, was unmöglich ist, da keine Ar- 
beit geleistet werden kann, wenn man auf 
derselben Niveaufiäche bleibt. 

Die ,. Kraftlinien" sind also bestimmt. 
Es bleibt aber noch die Stärke der Kraft 
zu ermitteln. 

702. Die Stärke der Kraft. Hierzu seien 
U und U -|- d U zwei benachbarte Potential- 
werte, F und F' die zugehörigen benach- 
barten Niveauflächen, P irgendein Punkt 
auf F und P Q — d n der unendlich kleine 
senkrechte Abstand, Da K, wie eben ge- 
zeigt, die Richtung von d n (oder die entgegengesetzte Richtung hat)» 
so ist die Arbeit auf dem Wege PQ: 

dA = + Kdn. 
Andererseits ist d A nichts anderes als die Potentialdifferenz d U, 
daher : 

dlj = -|-Kdn, K = 4-. — -+ -j, — , 
— ~ an dn 

d. h. die Stärke der Kraft K in irgendeinem Punkte ist dem Potential- 
unterschied dU direkt, dem senkrechten Abstand dn aber umgekehrt 
proportional. 

Es sei hierzu, um einem Irrtum vorzubeugen, noch bemerkt: In 
den beiden durchgeführten Beispielen der parallelen Ebenen und der 
konzentrischen Kugeln sind die Niveauflächen nicht allein Flächen 
gleichen Potentials, sondern auch Flächen konstanter Kraft (der Stärke 
nach), da dn für zwei benachbarte Flächen überall denselben Wert 
hat. Allgemein aber ist es nicht so. In P ist dn größer, folgUch K 
kleiner, als in P'. 

703. Analytische Berechnung der Kraft durch die Potentlalfunlctjon. Es sei 
P(x, y, z) irgendein Punkt. U der entsprechende Potentialwert Man 
gehe von P zu irgendeinem Nachbarpunkte P^ über und bezeichne 
mit d:?, dy, dz die Projektionen von PPi- Dann ist nach dem „Satz 
vom totalen Differential:" 
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Andererseits ist dU nichts anderes als die geleistete Arbeit Also 
[665] ; 

b) dU=Xdx + Ydy+Zdz. 

Diese beiden Werte müssen für alle unendlich kleinen Weg-e über- 
einstimmen. Folg-lich ist: 

0) x=-«L, Y.IIL, z-£^, 

' SS. dy <S7- 

d. h. die drei Komponenten der Kraft K sind identisch mit den drei 
partiellen Differentialquotienten der Potential funktion nach den Ko- 
ordinaten. 

704. Analytische Bedingung für das Potential. Umg-ekehrt: Wennsich 
eine Funktion U finden läßt, so beschaffen, daß ihre partiellen Differential- 
quotienten mit den Kraftkomponenten übereinstimmen, so haben die 
Kräfte ein Potential und U ist sein analytischer Ausdruck. 

So steht und fällt für den Analytiker das Potential mit den drei 
Gleichungen [703] c. Doch würde es die Grenzen dieses Buches weit 
überschreiten, wenn dieser Znsammenhang weiter entwickelt werden 
sollte. 

705. Zusammensetzung von Potentialen. Wenn auf einen Körper be- 
liebig viele Kräfte K,, Kj . . . wirken und jede von ihnen ein Poten- 
tial hat, U(, Uj , . ,, so bat auch die Resultante K ein Potential U. 
Es ist gleich der algebraischen Summe der Einzelpotentiale: 

U - Ui -I- U, -}- . . . . 
Denn das Potential ist mögliche Arbeit, und die Arbeit der Resul- 
tanten ist [662] gleich der Summe der Arbeiten der Komponenten- 

706. Potential und materielles System. Ganz allgemein wird der 
Potentialbegriff aber erst, wenn man ihn von den Kräften K^, K, . . ^ 
welche ein Körper von beliebig vielen anderen Körpern erhält, aus- 
dehnt auf die Gesamtheit der Kräfte, welche alle Körper eines ge- 
gebenen Systems, z. B. des Sonnensystems, aufeinander ausüben. Sie 
ist eine Funktion der Koordinaten der Orte aller Körper, welche durch 
die Differenz ihrer Werte für zwei verschiedene Lagen des Systems 
die mögliche Arbeitausdrückt, vorausgesetzt, daß diese für alle mög- 
lichen Übergänge aus der einen in die andere Lage nur einen Wert hat. 

Diese Funktion ist die Kräftefunktion U und ihr entgegengesetzter 
Wert V = — U ist die potentielle Energie des ganzen Systems. 

707. Relative Potentiale. Im Grunde sind alle Potentiale solche 
relative, gegenseitige Potentiale. Das Potential der Schwere eines 
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Steines ist eig^entlich ein Potential zwischen Stein und Erde oder zwischen 
Erde und Stein. Es hängt dies innig-st mit der Aktio und Reaktio 
zusammen, da sich herausstellt, daß stets erst die Arbeit einer Kraft 
und die Arbeit ihrer Gegenkraft ein Potential ergeben. 

Sehr zu beachten ist aber, daß nun die potentielle Energie eines 
Systems nur noch allen seinen Körpern zusammen angehört, ohne 
daß man sagen kann, wieviel davon anf den einen und wieviel auf 
den andern kommt. Also ganz im Gegensatz zur kinetischen Energie 
welche sich unmittelbar aus den lebendigen Kräften der einzelnen 
Körper zusammensetzt. 

708. Das Energielnteflral. Die Hauptsätze sind leicht übertragbar. 
Im besonderen der Satz von der Erhaltung" der Energie. Wenn die 
Kräfte ein Potential haben, so behält die Summe: 

E = L + V 
der kinetischen und der potentiellen Energie während der Bewegung- 
stets denselben Wert. Vergrößert sich die eine, so verringert sich die 
andere um denselben Betrag und umgekehrt [690]. 

Setzt man daher E = C = Konstans, so entsteht ein „Integral" der 
Differentialgleichungen der Bewegung, welches sich als zehntes zu 
den sechs Schwerpunktsintegralen und zu den drei Flächen integralen 
gesellt [585] und [617]. 

709. Das Newton'sche Potential der Massenanziehung und der 
demselben Entfemungsgesetz unterstehenden magnetischen und elek- 
trischen Kräfte sind nicht die einzigen Potentiale geblieben. So hat 
z. B. schon Green, dem man die Einführung der Potontialfunktion 
(1828) und überdies bahnbrechende Untersuchungen über sie verdankt, 
gezeigt, daß auch die elastischen Kräfte ein Potential U haben, dessen 
Existenz, wie man neuerdings bewiesen hat (Castigliano), viele Unter- 
suchungen der technischen El astizitäts lehre sehr erleichtert 

Der entgegengesetzte Wert V — — U wird hier Spannungsenergie 
genannt, z. B. Spannungsenergie einer gespannten Feder, die sich 
beim Losschnellen in Bewegungsenergie verwandelt. (Vgl, v. Helm- 
holtz' Benennung Spannkräfte [688]). 

Ein anderes Beispiel bieten die Kapillarkräfte, auf welche Gauü, 
in genialster Weise den Potential begriff ausgedehnt hat 

710. Kräfte ohne Potential. Aber nicht immer ist ein Potential vor- 
handen. Die Reibungsarbeit ?.. B. ist stets negativ und wird daher 
bei Umkehrung des Weges nicht aufgehoben. Desgleichen ist es 
unmöglich, eine Vorrichtung zu ersinnen, durch welche die positive 
Arbeit des Druckes der Pulvergase auf das Geschoß in genau uni- 
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g-ekehrter Weise durch negfative Arbeit des Druckes anderer Pulver- 
gase vernichtet werden könnte. 

Im ersten Beispiel wird kinetische Energie verloren, im 
zweiten g-ewonneo, ohne entsprechenden Gewinn oder Verlust von 
potentieller Energie, von der hier überhaupt nicht die Rede sein 
kann, da das Potential fehlt (wenigstens im Sinne der reinen Mechanik). 

Die Summe der mechanischen Energien bleibt also nicht konstant 

711. Nicht mechanische Energien. Dafür ist erfahrungsmäßig, wenn 
das Potential fehlt, der Bewegungsvorgang mit anderen physikalischen 
oder chemischen Erscheinungen verknüpft, die bei umfassender natur- 
wissenschaftlicher Betrachtung nicht beiseite geschoben werden dürfen. 

Durch Reibung entsteht Wärme, deren Menge der Reibungs- 
arbeit proportional ist. Wenn sich die Pulvergase ausdehnen und 
dabei das Geschoß unter starkem Druck vor sich herschieben, so 
kühlen sie sich ab. Die verloren gegangene Wärme ist der Arbeit 
proportional. 

Es kommen dann außer den äußeren, den mechanischen Energien 
(lebendige Kraft und potentielle Energie) noch die inneren nicht 
mechanischen Energien (Wärme, chemische Spannung usw.) in Betracht. 

712. Möglicherweise gibt es in aller Strenge überhaupt keine 
reinen, nicht mit anderen Erscheinungen vermischten Bewegungs- 
vorgänge. Aber oft sind sie doch beinahe rein in einem Grade, daß 
sofort verständlich ist, was man hier unter rein und unter nicht rein 
versteht. Läßt man diesen Unterschied gelten, so stellt sich bei 
(genauerer Prüfung heraus: 

1. Bei reinen Bewegungs Vorgängen haben alle Kräfte ein Potential. 
Die Summe: 

E = L + V 
bleibt konstant. Satz vOn der Erhaltung der Energie. 

2. Bei nicht reinen Bewegungsvorgängen sind außer den Kräften, 
welche ein Potential V;^ — U haben, noch andere Kräfte wirksam, 
bei denen das Potential fehlt. Die vorige Gleichung muß ersetzt 
werden durch 

E^L + V+J, 
WO das Zusatzglied J den Unterschied der inneren Energien (welche 
die Mechanik nicht kennt) bei Anfangs- und Endlage bedeutet. 

Damit ist der Gegensatz noch nicht erschöpft, denn: 

713. Reine BewegungsvorgSnge sind stets umkehrbar. Das soll heißen: 
Man kann, ohne am Kraftgesetz irgendwie zu ändern, zu jeder Be- 
wegung eine andere herstellen, bei welcher die Lagen umgekehrt 
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einander folgen (wie als ob im Kinematographen die Bilder rückwärts 
vorbeiziehen). 

Das Fallen der Körper im leeren Raum ist Spiegelbild des 
Steigens. Das Pendel schwingt genau so nach rechts, wie nach links. 
Wenn alle Körper des Sonnensystems plötzlich durch einen Impuls 
[608] in ihren Bewegungen umkehrten, so würden sie nachher, wenn 
nur das Gesetz der Anziehung bliebe, in vollständig umgekehrter 
Folge ihre früheren Stellungen wieder einnehmen. 

714. Nicht reine Bewegungen sind nicht voUsiändig umliehrbar. Das soll 
heißen: Man kann sie nur umkehren durch Änderung des Kraft- 
gesetzes für diejenigen Kräfte, die kein Potential haben. 

Ein in Drehung versetzter Kreisel dreht sich allmälig langsamer 
und fällt zuletzt um. Das Umgekehrte aber, daß ein liegender Kreisel 
sich aufrichtete und erst langsam, dann schneller und schneller in 
Drehung geriete, geschieht nie. 

Es könnte nur eintreten, wenn die Reibung sich in ihr Gegenteil, 
in eine die Bewegung nicht hemmende, sondern fördernde Kraft 
verwandeln würde. Dies widerspricht so schroff aller Erfahrung, daü 
wir es „unbedingt" für unmöglich erklären. Wir können die Reibung 
durch Glätten und Ölen kleiner machen. Aber sie umkehren? Niemals! 

715. Daß Vorgänge, bei denen Wärme und Temperatur mit- 
spielen, in der Regel nicht umkehrbar sind, findet seinen klassischen 
Ausdruck im zweiten Hauptsatz der mechanischen Wärmetheorie (von 
Clausius), nach welchem es weder unmittelbar, noch auf irgend- 
welchen Umwegen möglich ist, Wärme von Körpern niederer Tem- 
peratur auf Körper höherer Temperatur überzuführen. 

Die Mechanik hat nicht zu erörtern, wie dieser Satz zu verstehen 
ist, welcher in einfachen Fällen auf der Hand liegt, da bei der Be- 
rührung stets der wärmere Körper kälter und der kältere Körper 
wärmer wird, bis sich die Temperaturen ausgeglichen haben. Er ge- 
hört ja auch nur hierher, um ausdrücken zu können, daß ein ent- 
sprechender Satz in der reinen Mechanik fehlt. 

716. Konservative Systeme. W. Thomson (Lord Kelvin) nennt 
ein System konservativ, wenn in ihm nur Potentialkräfte wirken, so 
daß die gesamte mechanische Energie erhalten bleibt. 

Wahrscheinlich gibt es ein völlig konservatives System überhaupt 
nicht, da vielmehr die innere Energie, die sog. Entropie, bei dem Aus- 
tausch der Energien immer gewinnt. Doch ist z. B. unser Sonnen- 
system anscheinend sehr lange in hohem Grade konservativ, wen» 
man die Weltkörper als materielle Punkte ansieht. Denn es ist in 

D.3nz.<J,>L.ÜO'^lC 



^ S9. Du Kiäflepotential und die potentielle Eneigie. 2H 



seinen BewegTOOgfen bisher nur in einem eiozigfen trnd durchaus nicht 
einwandfreien Falle ein R ei bungs widerstand nachweisbar gewesen, 
(Encbe'scher Komet). 

717. Das Potential hat nicht nur die hier kurz dargelegte natur- 
wissenschaftliche, sondern auch eine äußerst wichtige mathematisch 
formale Bedeutung für die Mechanik. Daß man alle Kräfte aus einer 
Funktion U ableiten kann (durch Differentiieren), daß also nach der 
Grundgleichung diese eine Funktion zum Ansatz des Bewegungs- 
problems ausreicht, ist für die Einfachheit von größtem Vorteil. 

Doch was Green, Gauß, Lagrange, Laplace, Poi.sson 
und andere große Mathematiker in dieser Hinsicht besonders für das 
Newton'sche Potential geleistet haben, gehört in ein vertieftes Studium. 

7t8. Energetik. Helm, Ostwald und Andere haben in neuerer 
Zeit daran gearbeitet, den Energiebegriff, der geschichtlich durchaus 
zu den abgeleiteten Begriffen gehört [637], als Grimdbegriff in den 
Mittelpunkt aller Naturwissenschaft zu stellen. Sie haben die Energetik 
geschaffen. 

Alle Naturerscheinungen werden als Umwandlungen der Energie 
und alle Naturgesetze als Umwandiungsgesetze aufgefaßt So z. B. 
der Ostwald'sche Maximalsatz, daß diejenige Umwandlung eintritt, 
welche den größten Umsatz ergibt. 

Die Mechanik wird zur mechanischen Energetik, deren Begriffe 
der allgemeinen Energetik unterstellt werden. 

719. Ob es gelingen wird, so einen wahrhaft befriedigenden Über- 
blick über alle Naturerscheinungen einschließlich der Bewegungen zu 
gewinnen, darüber sind die Meinungen noch sehr geteilt. Es wäre 
aber nicht das erste mal, daß eine solche Verschiebung der Begriffe 
erheblichen Vorteil gebracht hätte. 

Doch muß erst der durchschlagende Erfolg beweisen, dalö es sich 
lohnt, den durch die geschichtliche Entwickelung vorgezeichneten Weg 
zu verlassen. Dasselbe gut, wie hier kurz angedeutet werden mag, 
auch anderen Neubildungen gegenüber, die viel versprechen ^z. B. [747]). 
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§ 30. Freiheit und Zwang. Die virluelie Bewegung. 

720. Freiheit und Zwang sind Worte, die wir im atltäg-lichsten Ge- 
brauch auf Beweg-ungfen anwenden. Sie haben aber auch als wissen- 
schaftliche Begriffe in der Mechanik eine solche Schärfe erhalten, daß 
sie zur Aufstellung- so allg-emeiner Sätze, wie des Gauß'schen Prinzipes 
des kleinsten Zwang-es tauglich geworden sind. 

Eng mit ihnen verknüpft ist der von Johann Bernoulli ein- 
geführte terminus „virtuell" als etwas, was einem Zwange entspricht, 
was unter seiner Geltung noch möglich ist. 

721. Der freie Punkt Ein Punkt heißt vollkommen frei, wenn jede 
geometrisch denkbare Bewegung desselben auch für physisch möglich 
angfesehen wird; wenn man ihm so zu sagen hierüber die "Wahl ganz 
frei läßt. 

Analytisch ist solche Freiheit in Stufen oder Graden abzahlbar. 
Denn da jede Bewegung in drei Bewegungen nach den Achsen zer- 
legt werden kann, so wird man dem freien Punkt drei Freiheitsg^ade 
zuerkennen. Der Vogel in der Luft z, B. kann sich behebig nach 
oben oder unten, nach Nord oder Süd, nach Ost oder West bewegen. 

722. Der unfreie Punkt Wenn manche Bewegungen eines Punktes 
als unmöglich betrachtet werden, so wird er unfrei. Er unterUegt 
einem Zwange, einer Einschränkung, einer Bedingung und verliert so 
einen oder mehr Grade der Freiheit, 

Er sei z. B. gezwungen in einer Ebene (oder Kugel oder behebiger 
Fläche) zu bleiben, möge sich aber in ihr beliebig bewegen können. 
So ist er nicht mehr im Räume, wohl aber in der Ebene frei und 
hat noch zwei Grade der Freiheit Oder er dürfe nur noch auf 
einer Geraden (oder Kreis oder beliebigen Linie) beliebig laufen, so 
bleibt ihm ein Freiheitsgrad. 

Wird er aber „fest" gemacht, d. h. zur Ruhe gezwungen, so hat 
er gar keine Bewegungsfreiheit mehr. Auch nicht, wenn er ge- 
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zwung'eii wird, eine ganz bestimmte Bewegung' zu machen, so daß er 
in jedem Augenblick nur noch eine ganz bestimmte Lage haben darf, 

723. Virtuelle Bewegungen heißen alle Bewegung-en, welche dem 
vorausgesetzten Zwange entsprechen. Daher braucht eine virtuelle 
Bewegung durchaus nicht wirklich zu sein. Wohl aber ist die wirk- 
liche Bewegung unter allen virtuellen Bewegungen als besonderer, als 
(nach Ostwald} „ausgezeichneter*' Fall enthalten, (Eine Aosnahme In 
[745]). 

Man hat also zu unterscheiden: 1. alle geometrisch denkbaren 
Bewegungen. 2, alle virtuellen Bewegungen. 3. die wirkliche Be- 
wegung. Nur bei völliger Freiheit fällt 1 und 2 zusammen. Nur bei 
völliger Unfreiheit fällt 2 und 3 zusammen. Sonst ist 1 allgemeiner 
als 2 und 2 allgemeiner als 3. 

724. Die »lliuelle .Verrflckung. Oft werden nur virtuelle Bewegungen 
betrachtet, die sich der wirklichen Bewegung eng anschließen, so daß 
in jedem Augenblick der wirkhche Ort P von dem virtuellen Ort P, 
nur unendlich wenig verschieden ist 

PPj nennt man dann die augenblickliche virtuelle Verrückung. 
Ihre unendlich kleinen Projektionen bezeichnet man als: 
ö-x., öy, dz. 

So ist zu unterscheiden der wirkliche Ort P (x, y, z) und der vir- 
tuell verrückte Ort Pj(x-|-(Jx, y-j-Jy, z-|-iJz) der durchaus nicht 
mit dem in der wirklichen Bewegung benachbarten Ort P'(x-|-dx, 
y + d y, z -|- d z) identisch ist. Beide fallen vielmehr nur dann zu- 
sammen, wenn P auf der Bahn selbst virtuell verrückt wird. 

Zur deutlichen Unterscheidung nennt man d x, d y, dz Differentiale, 
Ö\, dy, dz aber auch Variationen. 

725. ZwangsbrSfte. Physisch kann ein Zwang nur verwirklicht 
werden durch andere Körper, welche den gegebenen Körper durch 
„Zwangskräfte " an den nicht virtuellen Bewegungen verhindern. 

Man denke sich z, B. einen materiellen Punkt P, an dem die 
Schwere oder andere Kräfte angreifen, auf der ebenen Oberfläche 
eines starren Körpers A befindlich. So übt A auf P einen Druck 
aus, nicht größer, nicht kleiner, sondern genau so groß, daß die nor- 
malen Komponenten der genannten Kräfte aufgehoben werden. Oder 
man hänge P mittelst eines Fadens an einem festen Punkt O auf. 
So tritt die Fadenspannung hinzu, welche die Entfernung von O ver- 
hindert und P zwingt, auf einer Kugel zu bleiben (sphärisches Pendel). 

726. Einseitiger Zwang. Sehr häuög ist, worauf kein Geringerer 
als Gauß hingewiesen hat, der Zwang „einseitig," Im ersten Beispiel 
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wird nur das Eindringen von P in den Körper A verhindert. Dagegfen 
kann sich P von A beliebig entfernen. Im zweiten Falle wird es 
z:war P unmöglich gemacht, sich von O um mehr als die Fadeuläng"e 
zu entfernen. Aber nähern kann P sich O, soviel er will. 

Bei einseitigem Zwang kann die Zwangskraft nicht ihre Richtung 
oder ihr Vorzeichen wechseln. Im ersten Falle ist nur Druck, nicht 
Zug, im letzteren Falle nur Zug, nicht Druck möglich. 

727. Auflifiren des Zwanges. Einseitiger Zwang hört sofort auf. 
wenn die Zwangskraft die Richtung annehmen müßte, die sie nicht 
annehmen kann. P bewegt sich dann als „freier" Punkt weiter. 

Wenn z. B. P von A (ohne Anfangsgeschwindigkeit) an einem 
vollkommen glatten Kreis heruntergleitet, so wird er auf ihm nur bis 
zu einer gewissen Stelle B bleiben und ihn dort in tangentialer Richtung 
verlassen, um parabolisch frei weiter zu fallen. 

728. Zur Auffindung von B bemerke man, 
daß die Zwangskraft, d. h. hier der Normal- 
druck p nicht arbeitet [656], sondern nur das 
Gewicht G von P. Also erfüllt die Geschwindig- 
keit V in B nach [669] die Gleichung: 

mv* 
^-=G.h. 

Gcos'f — p ist die nach innen gerichtete 
Zentripetalkraft, folglich [358] : 

-h 




= G cos rp — p = G - 



Aus beiden Formeln ergibt sich: 
2Gh 




p muß Druck, muß positiv bleiben. Er verschwindet aber, wenn: 

Dies ist die Stelle B, wo P den Kreis verläßt. (Bei Reibung 

ist h>i). 

729. Bleibt man bei einseitigem Zwang von solch kritischen 
Punkten fem genug, dann tut die Einseitigkeit nichts zur Sache und 
gefährdet den Zwang nicht. Der Schlitten auf dem Eise könnte sich 
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frei in die Luft erheben, insofern das Eis ihn nicht daran zu hindern 
imstande ist. 

Sonst muß man g-eeigtiete Maßregeln ergreifen. In dem Beispiel 
[728] müßte man P in einer kreisförmigen Röhre laufen lassen, so daß 
der Druck oben nach innen, unten nach außen ausgeübt werden kann. 

730. Vollkommener und reiner Zwang. Ein Zwang ist vollkommen, 
wenn die auferlegten Bedingungen mathematisch genau erfüllt werden. 
Im. ersten Beispiel [725] soll der Körper A unbegrenzt hart und 
unnachgiebig und im zweiten Beispiel der Faden unausdehnbar sein. 

Ein Zwang ist rein, wenn durch ihn' nur Zwangskräfte und nicht 
Reibungen oder andere Widerstände veranlaßt werden. Im ersten 
Beispiel soll die Ebene äußerst glatt und im zweiten Beispiel der 
Faden äußerst biegsam sein. 

Vollkommenen und reinen Zwang gibt es zwar in aller Strenge 
nicht, aber oft werden die Bedingungen recht genau erfüllt und sind 
die Widerstände recht gering. Als große Annäherung an die Wahr- 
heit ist er daher von besonderer Wichtigkeit 

731. Zwangskrfifte arbeiten nicht, weder bei der wirklichen noch bei 
irgend einer virtuellen Bewegung. 

Im ersten Beispiel [725] steht die Richtung der Bewegung stets 
senkrecht auf dem Druck. Im zweiten steht sie senkrecht auf dem 
Zuge, Also verschwindet die Arbeit [658]. 

Wie wichtig dieser Satz ist, für dessen Richtigkeit später noch 
andere Beispiele folgen werden, wird besonders der nächste Paragraph 
zeigen. 

732. Der 6egensatz zwischen Zwangskrüften und den anderen Kräften 
besteht wesentlich in der Art, wie erstere bei Aufgaben der Mechanik 
als hinterher zu findende Kräfte aufgefaßt werden, nachdem letztere 
und die übrigen Bedingungen der Aufgabe gegeben worden sind. 

Zwangskräfte sind also solche Kräfte, die durch den Zwang hinzu- 
treten und mit den gegebenen Kräften so zusammenwirken, daß nicht 
virtuelle Bewegungen unmöglich werden. 

733. Der freie starre K8rper. Bisher ist nur ein freier oder unfreier 
Punkt betrachtet worden. Nimmt man statt seiner einen starren 
Körper, so steigt bei vollkommen freier Beweglichkeit die Anzahl 
der Freiheitsgrade von drei auf sechs [394] und [425]. 

Unterwirft man ihn einem Zwang, so kann er von diesen sechs 
Freiheitsgraden eine entsprechende Zahl verlieren, wie die folgenden 
Beispiele zeigen. 
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734. Der unfreie starre KiJrper. Gesetzt, eine Kugel dürfe auf einer 
Ebene beliebig- rollen, gleiten und sich drehen, nur sei sie gezwungen, 
stets mit der Ebene in Berührung zu bleiben. Wieviel Grrade der 
Freiheit hat sie noch? 

Es sind iunf! Denn ihr Mittelpunkt muß auf einer Parallelebene 
bleiben, seine Bewegung hat also zwei Freiheitsgrade. Die Drehung 
um den Mittelpunkt ist noch völlig frei, sie hat also drei Freiheits- 
grade [394]. 2 + 3 = 5. 

Vier Freiheitsgrade besitzt eine Kugel, die sich in einem Hohl- 
zylinder von gleichem Durchmesser beliebig verschieben kann (1 Grad) 
und um ihren Mittelpunkt sich beliebig drehen kann (3 Grade). 

735. Hängt man die Kugel in drei kardanischen Ringen auf 
so kann ihr Mittelpunkt sich nicht mehr bewegen. Sie kann sich 
aber beliebig drehen. Es bleiben drei Freiheitsgrade. 

Oder man denke sich eine Scheibe, die gezwungen wäre, be- 
ständig in derselben Ebene zu bleiben (Bewegung einer Ebene in 
sich selbst). Irgendein Punkt der Scheibe kann sich in der Ebene 
beliebig bewegen (2 Grade). Dann kann sie sich noch in der Ebene 
um diesen Punkt beliebig drehen (1 Grad). 

736. Ein Hohlzylinder der über einen beliebig langen VoHzyUnder 
von gleichem Durchmesser gesteckt wird, hat zwei Freiheitsgrade. 
Er kann längs der Achse gleiten und sich um die Achse beliebig 
drehen. 

Zwei Freiheitsgrade hat auch ein Kreiszylinder, der beliebig mit 
einer Kante auf einer Ebene aufliegt, wenn seine Endflächen zwischen 
parallelen Wänden geführt werden. Er kann nur senkrecht zur Achse 
gleiten und sich um sie beliebig drehen. 

737. Nur noch einen Freiheitsgrad hat ein Rad, das auf der 
zwischen zwei Lagern drehbaren Welle festgekeilt ist. Es kann sich 
nur noch um die Achse drehen. 

Oder auch ein Würfel, der mit einer Fläche auf einer Ebene 
aufliegt und zwischen zwei parallelen Wänden geführt wird. Er kann 
nur noch in einer Richtung gleiten. 

Aber auch die Schraubenmutter auf der Schraubenspindel 
hat nur noch einen Freiheitsgrad. Denn wenn sie sich auch längs 
der Achse verschieben und um sie drehen kann, so stehen doch beide 
Bewegungen in einem festen, durch die Ganghöhe bestimmten Verhältnis. 

738. In den eben angeführten Beispielen [734] bis [737] wird der 
Zwang oder die Bedingung erreicht durch Drucke, welche von anderen 
Körpern an der Berührungsstelle ausgeübt werden. 
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Sie verhindern die nicht virtuellen Bewegungen und arbeiten nicht 
bei den virtuellen Bewegungen, da an den Beriihrungsstellen die Be- 
wegung nur an den P'iihrungskörpern entlang gehen kann, also zum 
Druck senkrecht steht 

Man sieht auch hier: Die Zwangskräfte arbeiten nicht [731|. 

739. per relative Zwang. Der Begriff des Zwanges ist noch erheb- 
lich weiter ausgedehnt worden. Wenn starre Körper irgendwie mit 
einander verkoppelt werden, wie die Teile einer Maschine und sie 
ihre Beweglichkeit gegenseitig beschränken, so entsteht der relative 
Zwang. 

Auch dann ist die Freiheit der Relativbewegungen in Graden 
angebbar. Bei den Mechanismen der Maschinen soll meist jeder Teil 
gegen den anderen nur eine ganz bestimmte Bewegung machen 
können. Es ist im ganzen im relativen Sinne nur ein einziger Frei- 
heitsgrad da. Der Mechanismus ist zwangsläufig. 

740. Auch jetzt können die Zwangskräfte keine virtuelle Arbeit 
leisten. Denn wenn zwei starre Körper sich augenblickhch in P be- 
rühren, so können sie dort nur aneinander 

gleiten oder der eine kann senkrecht vor- 
dringen, während der andere ebensoviel zurück- 



weicht K \ Kl 

In beiden Fällen ist keine Arbeit da. 
Das erste mal nicht, weil die Bewegung zu p, ,,^ 

den Drucken K und K, senkrecht steht Und 

das zweite mal nicht, weil sich die Arbeiten von K und K^ einander 
aufheben, da K und K, entgegengesetzt gleich sind und denselben 
virtuellen Weg zurücklegen. 

741. Im Grunde ist jeder Zwang relativ. Wenn eine Kugel auf 
die ebene Oberfläche eines anderen Körpers gelegt und gezwungen 
wird auf ihm zu bleiben so wird ebensogut der andere Körper ge- 
zwungen, mit der Kugel in Berührung zu bleiben. 

So ist es in allen Fällen. Doch kann etwa der andere Korper 
fest in der Erde eingemauert oder an sich so groß sein, daß die auf 
ihn wirkende Zwangskraft ihn nur sehr wenig bewegen kann. Seine 
Beweglichkeit bleibt dann außer Betracht, 

742, Starrheit als Zwang. Auch die Starrheit kann unter den Be- 
griff des Zwanges gebracht werden; des Zwanges nämlich, daß die 
Teile des Körpers bei der Bewegung ihre gegenseitige Lage bei- 
zubehalten haben. 

Die Zwangskräfte sind hier die inneren elastischen Molekularkräfte, 
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von denen bereits bewiesen worden ist [661], daß sie keine Arbeit 
leisten, wenn der Körper starr ist 

Man sieht: ZwangBkräfte können nicht arbeiten. 

743. Die UnzusammendrQckbarkelt als Zwang hat schon Pascal ver- 
treten. Die Flüssigkeit wird durch den inneren Druck — als nicht 
arbeitende Zwang^kraft — gezwungen, im ganzen und in allen ihrcD 
Teilen ihr Volumen beizubehalten. 

Übrigens ist dieser Zwang einseitig, da der Druck sich nicht in 
Zug verwandeln kann. Die Verminderung, nicht die Vermehrung des 
Volumens wird verhindert Daß letztere trotzdem gegebenen Falles 
nicht eintritt, liegt an den kapillaren Oberflächenspannungen, welche 
bei Aufhören des Druckes sofort die Stetigkeit unterbrechen. Die 
Flüssigkeit zerstiebt 

744. Andere Zwangskrätte. Zwangakräfte sind ferner die Drucke 
von Flüssigkeiten aufeinander und auf sie einschließende Wände. 
Auch sie können keine virtuelle Arbeit leisten. 

Die noch folgenden Ausdehnungen des Zwangsbegriffes sollen 
nur noch als Andeutungen gelten. Sie würden bei näherer Aus- 
führung von den Grundlagen der Mechanik teils zu steilen mathe- 
matischen Höhen und teils in unbekannte Fernen führen, weitab von 
der sonnenhellen Wirklichkeit. 

745. Der zeltlich veränderliche Zwang. Gesetzt, der Aufhängepunkt O 
eines Pendels werde durch eine gegebene Bewegung auf einer be- 
liebigen Kurve geführt, so wird der schwingende Punkt zwar in jedem 
Augenblick gezwungen, auf einer Kugel zu bleiben, aber auf einer 
beweglichen Kugel. 

Eine augenblickliche virtuelle Verrückung 3s j724] ist auf der 
augenblicklichen Kugel zu denken. Das wirkliche Wegelement d s 
geht aber von dieser Kugel zur Nachbarkugel und ist daher im 
allgemeinen nfcht unter den ds enthalten. 

Trotzdem: Wenn auch nicht die wirkliche, so verschwindet doch 
die virtuelle Arbeit der Zwangskraft 

746. Der düferentlelle Zwang. Der Zwang hänge nicht von der Lage 
allein, sondern auch von den Geschwindigkeiten ab. Wie dies genaa 
zu verstehen sei, bleibe hier unerörtert. 

Die unzusammendrückbare Flüssigkeit ist ein Beispiel, wenn man 
ihre von Euler herrührende Kontinuitätsgleichung in der differentiellen 
Form nimmt Was in solchen Fällen unter virtuellen Verrückungen 
allgemein zu verstehen ist, läßt sich ohne fein ausgearbeitete Differential- 
formeln kaum deutlich machen. 
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747. Die Hertz'sche Hypothese. Daß in gewisser Hinsicht ein Unter- 
schiied gemacht wird zwischen den gegebenea wirkenden Kräften und 
den durch Zwang hervorgerufenen Kräften, ist schon [732| erläutert 
worden. Man macht ihn ja auch schon im gewöhnlichen Sprach- 
gebrauch. 

Wesenthch ist er wohl nicht, aber er fordert doch eine doppelte 
Behandlung der Kräfte. Da hat denn Hertz, um diesen Zwiespalt zu 
beseitigen, die Hypothese aufgestellt, daß in Wahrheit alle Kräfte Zwangs- 
kräfte seien, geknüpft an Bedingungen die ein für allemal und ewig 
an veränderlich in der Lage der materiellen Körper vorhanden seien. 

748. So wird der Versuch gemacht, den Zwang in den Mittel- 
punkt der Mechanik zu stellen, während er bis dahin nur ein Hilfs- 
begriff war, der dazu diente, die Lösung vieler Aufgaben zu verein- 
fachen, wie noch gezeigt werden wird. 

Also nur noch Zwangskräfte! Andere Mathematiker und Physiker 
haben im Gegenteil bei der ersten Grundlegung der Mechanik den 
Zwangsbegriff ganz ferngehalten und zunächst nur die Kraft schlecht- 
hin, die vis motrbc anerkannt. Zwei schnurstracks entgegengesetzte 
Richtungen. 

749. Hertz hat seine Gedanken in dem Buch: „Die Prinzipien 
der Mechanik" entwickelt Wenn man sich aber nicht durch die 
meisterhafte mathematische Form blenden läßt, so kann man unmöglich 
die zur Zeit noch schwindelnd tiefe Kluft zwischen Theorie und 
Wirklichkeit übersehen, welche hier klafft. 

Die „verborgenen Bewegungen", die „unsichtbaren" Massen, ihre 
Verkoppelung mit der sichtbaren Materie usw. zeigen dies deutlich, 
worüber ja Hertz selbst in vollster Aufrichtigkeit sich geäußert hat. 
Für den Aufbau der elementaren Mechanik in seinem Sinne ist daher 
die Zeit wohl noch nicht gekommen; vgl. [719]. 

750. Zum Schluß sei die Bedingung, um welche es sich in diesem 
Paragraphen wesentlich gehandelthat,daß nämlich Zwangskräfte keine 
virtuelle Arbeit verrichten können, in mathematischer Form dargestellt. 

Es seien d x, öy, 6 z die Komponenten einer beliebigen virtuellen 
Verrückung irgend eines Punktes P und X,, Y,, Z. die Komponenten 
der zugehörigen Zwangskräfte. Dann lautet die verlangte analytische 
Form nach [666]: 

Diese eine Gleichung gibt für die Zwangskräfte genau so viel Be- 
dingungen, als noch Grade von Freiheiten vorhanden sind, weil es eben- 
so viel voneinander unabhängige Systeme virtueller Verrückungen gibt. 
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761. Die letzte Behauptung- werde z. B. an dem einfachsten Falle 
g-eprüft, dem eioes materiellen Punktes, der auf einer Ebene E bleiben 
soll. Zunächst fällt das Summenzeichen fort. Ferner verschwindet 
öz, wenn man E zur xy-Ebene macht, während 5x und dy beliebig' 
bleiben. Es wird: 

X.(Jx + Y.dy = 0. 

Setzt man hier dy = 0, so wird X, 3x=0, d. b. X^^O, weil d\ 
noch beliebig bleibt. Entsprechend Y, = 0. Also steht die Zwangrs- 
kraft auf der Ebene senkrecht Sie ist der senkrechte Druck Z,. 

Z, selbst läßt sich aber erst ermitteln, wenn die übrigen Kräfte 
gfeg^eben sind, da deren zur Ebene senkrechte Komponenten eben 
durch Zi aufgehoben werden müssen. 



§ 31. Das Prinzip der virtuellen Arbeiten von Bernoulli. 

752. Das Prliulp der virtuellen Arbeiten oder, wie man auch sagt, der 
virtuellen Geschwindigkeiten ist zuerst von Johann Bernoulli in 
aller Form ausgesprochen worden und sollte deshalb seinen Namen 
tragen (und nicht den Lagrange's, der allerdings diesem Prinzip die 
analytische Fassung gegeben hat [113] und [756]IV). 

Es hat aber eine Vorgeschichte. Nach Lagrange soll es Guido 
Ubaldi zuerst am Hebel und an der beweglichen Rolle bemerkt haben. 
Galilei hat es sodann wieder erkannt an der schiefen Ebene und 
als allgemeine Eigenschaft des Gleichgewichtes der Maschinen ange- 
sehen. Lagrange selbst hat den Archimedischen Flaschenzug 
(als ideelle Maschine gedacht) benutzt, um es zu beweisen. 

763. Der BernOHlli'Sche Satz gehört der Statik an. Er lautet in der 
Fassung, die den einfachsten und den schwierigsten Fällen zugleich 
angepaßt ist: 

Wenn ein materielles System sich nicht nur in augenblicklicher, 
sondern in dauernder Ruhe befindet, so heben sich die Arbeiten der 
wirkenden Kräfte bei jeder virtuellen Verrückung auf. Und um- 
gekehrt "Wenn ein materielles System sich in augenblicklicher Ruhe 
befindet und die Arbeiten der wirkenden Kräfte sich bei jeder vir- 
tuellen Verrückung aufheben, so bleibt es dauernd in Ruhe. 

Dabei kommt zweierlei in Betracht Erstens, daß man eben trotz 
wirklicher Ruhe an virtuelle Beweglichkeit denkt und zweitens, daß 
bei etwaigem Zwang die Zwangskräfte von vornherein ausgeschaltet 
werden können, da deren virtuelle Arbeiten sich immer aufheben (§30). 
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754. Beweis fOr freien Punkt Auf einen materiellen Punkt mögen 
beliebig viele Kräfte K^, K, . , . mit den Komponenten Xj, Y,, Z, ; 
X,, Yg, Zg . . . wirken. Dann sind die Komponenten der Resultante: 
X = Xi+X,...; Y = Yj+Y, ...; Z-Z, + Zj... 

Sie vers(;hwinden im Falle des Gleichgewichtes. Nun betrachte 
man irgend eine virtuelle, d. b. jetzt überhaupt irgend eine Verrückung 
mit den Komponenten dx, 3y, dz. Dann ist die virtuelle Arbeit: 

Xdx + Ydy + ZJz. 
Sie verschwindet, wenn X, Y, Z verschwinden. Und umgekehrt: Wenn 
die Arbeit für jede Venückung verschwindet, so müssen auch X, Y, Z 
verschwinden. Denn setzt man z. B. dy und 5z = 0, so wird XiJx 
= 0, d. h. X = 0. 

765. Beweis fSr freies System. Das System bestehe aus beliebig 
vielen freien Punkten P', P". Auf jeden sollen beliebige Kräfte wirken, 
deren Resultanten X', Y', Z'; X", Y", Z" ... sein mögen. 

Dann müssen die Kräfte an jeden Punkt für sich im Gleichgewicht 
sein; also: 

X' = Ü, Y'--0, Z' = 0; X" = 0, Y" = 0, Z"-0: . . . 

Da die Punkte vollkommen frei sein sollen, so sind ihre virtuellen 
Verrückungen voneinander unabhängig. Ihre Komponenten seien: 

dx', dy', dz',; dx", dy", dz"; ... 
so ist die gesamte virtuelle Arbeit: 

XMx' + Y'(Jy' + Z'i)z' + X"dx" + Y'My" + Z"öz" + --- 
oder kurz: 

i-(Xdx+Ydy + ZJz}. 
Sie verschwindet, da sämtliche X, Y, Z verschwinden. Und umgekehrt, 
wenn die Arbeit für jede virtuelle, hier also für jede Verrückung ver- 
schwindet, so setze man z. B, alle dx, dy, dz gleich Null bis auf eine. 
Es verschwindet die entsprechende Kraftkomponente und ebenso alle 
anderen. 

756. Beweis für unfreies System. Ist Zwang vorhanden, so hebe man 
ihn durch Einführung der Zwangskräfte, deren Komponenten wie in 
[750] Xi, Y„ Zi heißen mögen, zunächst wieder auf. Dann werden 
die Punkte alle frei, folglich muß für jeden sein: 

L X + X.-O, Y + Y,-0. Z + Z. = 

-also auch, wie vorhin; 

U. i-[tX + X,)dx + (Y + Y05z + (Z + Z,)dz] = 0, oder: 

Ua. i-(X3x + YJy + Z5z) + i-pC,(Jx + Y,dy + Z.dz)-0. 
Dabei sind die dx, dy, dz jetzt noch ganz beliebig. Nun aber be- 
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schränke man sich unter Wiederherstellung* des Zwang^es auf die dann 
noch übriff bleibenden virtuellen Verrückungen. Für diese ver- 
schwindet nach [750] unter allen Umständen der zweite Summand. 
Es ist: 

HL r(X.5x + Y.dy + Z,dz) = 0. 

Es bleibt also übrig: 

IV. r(Xdx + Ydy + ZJz) = 0; q. e. d. 

757. Daß umg-ekehrt diese Gleichung- : 

auch bei Zwang immer ausreicht, ist nicht gfanz so leicht zu zeigen. 
Denn wenn man den umgekehrten Weg einschlägt, also die Gleichung- 
III hinzunimmt, so folgt durch Addition allerdings wieder die Gleichung- 
II, aber vorläufig nur für die virtuellen und nicht für die nicht vir- 
tuellen Verrückungen- Folglich darf man auch nicht ohne weiteres 
alle dx, <Jy, dz bis auf eine gleich Null setzen, so daß der Weg zu 
den ursprünglichen Bedingungen I des GleichgeTwichts noch versperrt ist. 

758. Er muß also noch frei gemacht werden, was so geschehen 
kann, daß man von dem Eernoulli'schen statischen Prinzip zum all- 
gemeinen d'AIembert'schen dynamischen Prinzip übergeht und von 
dem so gewonnen höheren Standpunkt die Sachlage beurteilt [821], 

Man kann aber auch eine etwas abweichende Auffassung ver- 
treten, nämlich daß das Bernoulli'sche Prinzip tatsächlich mehr ent- 
halte, als was schon implicite in den vier Grundgesetzen steckt [44], daß 
insbesondere das Trägheitsgesetz für den freien Punkt nur der ein- 
fachste Fall desselben sei, der in [64] vorweg genommen ist. 

Ob das eine oder das andere angemessen sei, darüber sind die 
Meinungen geteilt, wie so oft in solchen Fällen. Genug, daß der 
Bernoulli'sche Satz sich in allen Erfahrungen vortrefflich be- 
währt hat. 

759. Der starre KÜrper und der Bernoulli'sche Sab. Als Beispiel werde 
ein starrer Körper vorausgesetzt, der sich in anfänglicher Ruhe befinde 
und auf den beliebig viele Kräfte wirken. Es sind sechs Bedingungen 
des Gleichgewichtes vorhanden: 

-1X = 0, i'Y = 0, i'Z=:0, 

iM, = 0, i-M, = 0, -rM. = 0. 

Die drei ersten sagen aus, daß der Schwerpunkt in Ruhe bleibt 

[575j. Die drei letzten sagen aus, daß er keine Flächenbeschleunigung^ 

also auch keine Drehung erhalten kann [614]. Der Körper bleibt also 

völlig in Ruhe. 
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760. Dieselben sechs Gleichungen ergeben sich aber auch leicht 
aus dem Bernoulli'schen Satz: 

Denn man lasse den Körper z. B, eine virtuelle Translation in der 
Richtung der x-Achse durchmachen, diinn verschwinden alle 3 y und 
^z, während alle dx einander gleich werden. Es wird: 

dx.JX = Ü, d. h. i-X = 0. 

Oder man lasse den Körper um die Z-Achse eine virtuelle Drehung 

machen. Der unendlich kleine Drehwiofeel sei = d ff. Dann ist nach [668] 

M,dff=0, d. h. M, = 0. 

7S1. Arten des Gleichgewichtes. Die virtuelle Bewegung hat für die 
Statik noch eine zweite Bedeutung, nämlich zur Unterscheidung dreier 
Arten des Gleichgewichtes, des stabilen, des instabilen oder labilen 
und des indifferenten Gleichgewichtes. Ein Gleichgewicht heißt stabil 
oder labil, je nachdem die Kräfte bei einer kleinen Bewegung aus der 
Gleichgewichtslage heraus anfangen, negative oder positive Arbeit 
zu leisten. Im ersteren Falle wird jede im Entstehen begriffene Ab- 
weichung von der Gleichgewichtslage durch die Kräfte wieder ver- 
kleinert, im letzteren falle aber vergrößert, so daß ein labiles Gleich- 
gewicht nie lange dauern kann, da kleine Erschütterungen nie fehlen. 

Indifferent ist ein Gleichgewicht, wenn die Kräfte bei einer kleinen 
Bewegung aus der Gleichgewichtslage heraus weder negativ, noch 
positiv zu arbeiten anfangen. Dann sind auch die Nachbarlagen Gleich- 
gewichtslagen. 

Man muß zur mathematisch scharfen Formulierung zu den Differen- 
tialen der Verrückungen übergehen. Doch würde das die hier ge- 
steckten Grenzen überschreiten. 

762. Stabiles Gielchgewichi Stabil ist z. B. das Gleichgewicht bei 
einer an einem gespannten Faden hängenden Kugel. Hebt sie sich, 
so läßt sofort die Spannung nach. Es entsteht aus ihr und dem 
Gewichte der Kugel eine Resultante nach unten. Senkt sie sich, so 
wird die Spannung größer. Es entsteht eine Resultante nach oben. 
Geht sie nach links, so erhalten Gewicht und Spannung eine Resultante 
nach rechts usw. 

Man sagt wohl auch: Ein stabiles Gleichgewicht stellt sich nach 
einer (kleinen) Störung von selbst wieder her. Genauer ist der Aus- 
druck: Es entstehen kleine Schwingungen um oder durch die Gleich- 
gewichtslage. Das schwingende Pendel. 

763. Stabil ist auch das Gleichgewicht eines auf dem Wasser 
schwimmenden Körpers, wenigstens für Auf- und Abwärtsbewegungen. 

Di3nz.<J.;>L.ÜOt^lC 



254 § 31. Dat Prinzip der virtaeUeo Arbeiten v 



Hebt er sich, so wird der Auftrieb kleiner, weil wenig-er Wasser ver- 
drängt wild. Die Resultante zwischen ihm uod dem Eigengewicht: 
geht nach unten. Senkt er sich, so vergrößert sich der Auftrieb. 
Die Resultante geht nach oben 

Ob und wann das Gleichgewicht aber auch für virtuelle Drehungen 
stabil sei, ist eine andere sehr viel schwierigere Frage. Schiff in Sturm 
und Wellen. 

764. Labiles eieichgewlcht Eine Kugel A liege auf einer anderen 
Kugel B oben auf. Bei der geringsten Bewegung zur Seite entsteht 
aus Druck und Gewicht eine Resultante, die vom höchsten Punkte 
fortgerichtet ist. A rollt mit stets wachsender Geschwindigkeit weiter. 

Labil ist auch das Gleichgewicht eines Stuhles, der so gekippt 
wird, daß der Schwerpunkt genau über der Unterstützungslinie liegft. 
Die geringste Erschütterung und er geht entweder zurück, daß er 
wieder auf den vier Beinen steht oder er kippt ganz um. 

Will man den Stuhl im Gleichgewicht halten, so muß man be- 
ständig „balancieren", 

765. Der carteslanische Taucher. Nicht immer sieht man dem Gleich- 
gewicht sofort an, welcher Art es ist. Zuweilen muß man oft ernstlich 
nachdenken, wie z. B. bei dem cartesischen Taucher oder Teufel, 
der im wesentlichen aus einem oben geschlossenen, unten in eine 

offene Röhre auslaufenden Glaßgefäß A besteht. 

welches so weit mit Wasser gefüllt ist, daß es 
bei völligem Eintauchen in einen großen Wasser- 
behälter in einer bestimmten Tiefe im Gleich- 
gewicht schwebt. 

Fängt er an emporzusteigen, so wird sofort 
der Wasserdruck bei C kleiner. Es tritt Wasser 
aus dem Taucher aus, er {d. h. Glas -j- Wasser D 
~~^^ ^^ -i- Luft E) wird leichter. Der Auftrieb bleibt 

derselbe. Somit entsteht eine Resultante nach 
oben, welche das Aufsteigen beschleunigt, das daher nicht eher auf- 
hört, bis der Taucher oben angekommen ist. 

Beginnt er aber sich zu senken, so wird der Wasserdruck bei C 
größer. Es tritt Wasser in den Taucher, er wird schwerer. Die 
Resultante geht nach unten und treibt ihn immer stärker nach unten, 
bis er auf dem Boden aufstößt, 

766. Um den Taucher in einer bestimmten Tiefe schwebend zu 
halten, schließe man den großen Behälter durch eine Membran ab und 
halte den Finger darauf. Sowie der Taucher steigen will, drücke 
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man etwas stärker und vermehre so den Wasserdruck; lasse aber 
sofort etwas nach, sowie er zu sinken anfängt. 

Es ist fortwährendes Balanzieren nötifj; ein beständig-es Eingreifen 
xur Wiederherstellung- des gestörten Gleichgewichtes, das sich nicht 
von selbst wieder herstellt. Der Jong-Ieur tut auch nichts anderes, 
nur bewundem wir sein Gefühl für die kleinste Störung- und die Ge- 
schicklichkeit, mit welcher er sie durch Geg-enbewegungen unschädlich 
macht. 

767. Ein anderes Beispiel labilen Gleichgewichtes gibt ein Punkt A, 
der genau in der Mitte liegt zwischen zwei Punkten B und C von gleicher 
Masse, die ihn beide anziehen nach dem Newton'schen Gravitations- 
gesetü. Rückt A nach B zu, so wird die Anziehung von B stärker, von 
C schwächer. Es entsteht eine Resultante nach B, welche die Bewegung 
dorthin beschleunigt. Umgekehrt, wenn A nach C ausweicht. 

Dies ist der einfachste unter den vielen Fällen labilen Gleich- 
jrewichts, auf welche die astronomische Mechanik gestoßen ist. (Z, B. 
l,aplace's Untersuchungen über die Stabilität des Saturnrings). 

768. StabllltStsgrad. Die technische Mechanik richtet ihr Augen- 
merk selbstverständlich fast nur auf das stabile Gleichgewicht, da oft 
sogar starke Erschütterungen, große Abweichungen von dem Gleich- 
gewicht vorkommen, denen die Kräfte, die das Gleichgewicht zu hüten 
haben, gewachsen sein müssen. Schiff in Sturm und Wellen. 

Hier kommt es wesentlich auf den Grad der Stabihtät an, der 
geschätzt wird nach der Größe der noch iiberwindhchen Störung des 
G leichgewichtes. 

769. Die Begriffe der Stabilität und Instabilität hat man von der 
Statik auch auf die Dynamik übertragen. So ist [624] zwar jede 
Drehung um eine freie Achse frei und bei gänzlichem Fehlen auch 
der kleinsten Störungen unveränderlich. Aber nur die Drehungen 
um die Achse des größten oder des kleinsten Trägheitsmomentes sind 
stabil, und die Drehung um die Achse des mittleren Trägheitsmomentes 
ist instabil. 

Sehr wichtig für die astronomische Mechanik sind die Betrachtungen 
über die Stabilität unseres Sonnensystems. Es handelt sich um die 
Frage, ob die Planeten im großen und ganzen ihre Entfernungen von 
der Sonne beibehalten, ihre Bahnen stets nahezu kreisförmig und 
wenig gegeneinander geneigt bleiben, wie es jetzt der Fall ist. 

Für Jahrtausende ist diese Stabilität des Sonnensystems durch 
tiefe mathematische Untersuchungen i 
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§ 32. Anwendungen des Bernoulli'schen Prinzipes. 

770. Die goldene Heqe\. Was man an Kraft ersparen will, 
muß man an Weg wieder zusetzen. 

So lautet eine alte Erfahrung, die man bei allen Hebezeugen oder 
Maschinen zum Heben von Lasten immer wieder gemacht hat. An 
vier Beispielen, der schiefen Ebene, der losen Rolle, dem Rad an der 
Welle und dem Hebel soll hier gezeigt werden, daß diese „goldene 
Regel" nichts anderes ist, als das Bernoulli'sche Prinzip, angewendet 
auf recht einfache Fälle. 

771. Die schiefe Ebene. Hin Körper vom Gewicht G soll durcb 
eine Zugkraft P eine schiefe Ebene von der Höhe h und Länge s 

hinaufgezogen werden. Wie groß muß P 
mindestens sein? 

Lösung: Wenn der Körper die ganze 
Ebene hinaufgelaufen ist, so hat P die Arbeit 
+ P - s und die Schwere G die Arbeit — G h 
verrichtet. Die Summe dieser virtuellen Ar- 
beiten muß verschwinden (da der Druck als 
Zwangskraft nicht arbeitet). Also: 




Fig. 118, 



P . s = G ■ h, 



oder: 



P:G = 



Die Kraft verhält sich zur Last, wie die Höhe der schiefen Ebene 
zu ihrer Länge, wie Simon Stevin zuerst herausgebracht hat. Setzt 

man t- = *-< so wird: 



a 



M. 



■ X ' 



aber s = i.h. 



Ist P der A'* Teil von G, so ist s das ifache von h. 
Hierin besteht die goldene Regel. 

772. Die lose Rolle. Wie groß muß die Zugkraft P 
sein, damit sie das an der losen Rolle R hängende Ge- 
wicht G heben könne. 

Lösung: Wenn P den Weg s zurücklegt, also die 



Arbeit -fPs leistet, so wird G um h= — gehoben, 
die Länge des Seils dieselbe bleiben muß. Also: 
Ps_Gh = S.i. 
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P = ~, aber s = 2h. 

Die goldene Reg-el stimmt. 

773. Dm Rad an der Welle. Welche Kraft P muß der Mann am 
Umfang des Rades anwenden, um das Gewicht G, das an einem um 
die Welle gelegten Seile hängt, zu hebtio? 

Lösung: Es sei s der Weg, den P am 
Umfang zurücklegt und h die Höhe, um welche 
die Last dabei gehoben wird. So muß sein: 
P-s = G-h, oder: 



, aber £ 



= h.i. 




Hier ist 1 = — , d. h. die Kraft verhält 

r 

sich zur Last, wie der Radius der Welle zum 
Radius des Rades. Dafür verhalten sieb die 
Wege umgekehrt; die goldene Regel stimmt. 

774. Der Hebel. An dem einen Ende eines 
zweiarmigen in A unterstützten Hebels hängt 
das Gewicht G. Mit welcher Kraft muß man 
am anderen Endpunkt C drücken, um G zu heben? 

Lösung: Man denke sich den Hebel um den kleinen Winkel d<p 
gedreht. Dann ist der Weg von P = ndtp, von G = b d y. Die beiden 
Arbeiten sind also: 

Pady und — Gbd^, daher: 
Padgf— Gbdy^O, oderPa = Gb, 

P:G=b:a, 
d. h. die Kraft verhalt sich zur Last ' 
umgekehrt wie die Hebelarme. 
Dies ist das zweitausend Jahre alte 
Hebelgesetz von Archimedea, „Da 
mihi locum et terram movebo." 

776. Es gibt noch sehr viele pj. jgj 

andere, oft sehr komplizierte Hebe- 
zeuge, die mit Zahnradübersetzungen und anderen Hilfsmitteln der 
heutigen Technik ausgestattet sind, damit man möglichst bequem durch 
möglichst kleine Kräfte möglichst große Lasten heben könne. 

Aber an der goldenen Regel läßt sich nicht rütteln. Was an 
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Kraft g-espart wird, muß an Weg, also auch an Zeit, zugesetzt werden, 
Oder mit anderen Worten: Die aufzuwendende Atbeit bleibt immer 
die gleiche. An ihr läßt sich nichts absparen. 

776. In Wirklichkeit muß P sogar etwas größer sein, als die goldene 
Regel ergibt. Denn erstens sind Reibungswiderstände zu überwinden, 
deren Arbeit stets negativ ist. Sie sei = — A,. Und zweitens muß, 
mag das Heben auch noch so langsam vor sich gehen, der ganze 
Apparat mit der Last Geschwindigkeit, also auch lebendige Kraft 
erhalten. Sie sei ^ L. 

Daher nach [669]: 

Ps — Gh— A, = L, 

oder, wenn h^s:i gesetzt wird: 



nicht groß wird und man nur langsam hebt, so kommen die beiden 
Zusatzglieder wenig in Betracht, Es wird dann ziemlich angenähert 

777. Tiefste Lage des Schwerpunktes. Wenn (außer Zwangskräften) 
in einem System nur das Eigengewicht der Körper und keine andere 
Kraft wirkt, so kann nur dann (stabiles) Gleichgewicht eintreten, wenn 
der Gesamtschwerpunkt möghchst tief liegt. 

Denn nach dem Bernoulli'schen Satz muß die virtuelle Arbeit 
der Schwere verschwinden, d. h. es muß der Betrag verschwinden, 
um welchen bei einer beliebig kleinen virtuellen Verrückung des 
Systems der Schwerpunkt gehoben oder gesenkt wird. Er kann sich 
also aus der Gleichgewichtslage heraus zuerst nur horizontal bewegen. 

Dies findet statt, wenn er eine möglichst tiefe Lage hat. Das 
Gleichgewicht ist dann stabil, Oder auch, wenn er möglichst hoch 
liegt. Das Gleichgewicht ist dann labil. Es kann aber auch seine 
Höhe ein Maximum — Minimum sein. Dann ist das Gleichgewicht 
für manche Verrückungen stabil und für manche labil. 

778. Beispiele. Eine kleine Kugel kommt in einer Hohlkugel nur 
im tiefsten Punkte zur Ruhe. Ein Pendel stellt sich in der Ruhelage 
so ein, daß sein Schwerpunkt unter dem Aufhängepunkt liegt. 

Auch bei möglichst hoher Lage kann Ruhe eintreten, aber nur 
instabil. Eine Kugel auf dem höchsten Punkte einer anderen Kugel 
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und ein Pendel, dessen Schwerpunkt senkrecht über dem Unter- 
stutzung^unkt liegt. 

779. Der Satz von der tiefsten Lagre des Schwerpunktes kann 
zur Lösung wirklicher Aufgaben dienen. Es sei z. B. gefragt, unter 
welchem Winkel fp sich ein dünner 
homogener Glasstab einstellt, der 
mit dem einen Ende auf einer 
halbkugelfÖrmigen Schale ruht und 
sich g'egeo ihren Umfang lehnt. 

Es soll sein: 

h :^ Adaximum. 

Nach der Figfur ist (r=Radius): 
h = S B sin y' = (A B - 




Fig. 132. 



-AS) sin f< 



= (..003. -i) 



sin qi — rsiD2<f~ 



I 



-smy. 



Nach den Reg-ela der Differentialrechnung muß daher sein: 
I 



= 2 r cos 2qi — ~ cos <p. 



dtp 

Hieraus ist qi zu bestimmen. Setzt man cos 9) = x, so wird cos 2 '/' 
Ix' — 1. Also: 



4rx» — -'-X — 2r = 



= cos (p = 



_l + V l' + 1 28r^" 
lör 



Pf 



{Das — Zeichen vor der Wurzel wäre hier nicht zu gebrauchen. 
Ob h wirklich ein Maximum ist, ergibt die nochmalige Differentiation 
welche hier unterbleiben mag.) 

780. Wir sehen täglich und halten es für selbstverständlich, dalJ 
die Oberfläche des ruhenden Wassers eben und horizontal ist. Der 
Satz von der tiefsten Lage des Schwerpunktes 
gibt hierfür einen sehr einfachen Beweis. Es 
stelle P Q den horizontalen Wasserspiegel und 
P^ Qj irgendeine andere virtuelle Oberfläche 
vor. Weil das Volumen unverändert bleiben 
muß, ist der überschießende Teil C genau so 
groß wie der fehlende Teil B. Würde man 
C nach B versetzen, so würde aber der Gesamtschwerpunkt zweifellos 
sinken. Also liegt bei horizontaler Oberfläche der Schwerpunkt wirklich 
am tiefsten. 
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781. Die Kettenllnle. Eine vollkommen biegsame, homogene Kette 
sei an beiden Endpunkten festgehalten. Welche Gestalt nimmt sie an? 

Der Gesamtschwerpunkt S der Kette muß möglichst tief zu liegen 
kommen. Beutet man diesen A.nsatz aus, was allerdings Kenntnis 
der sog. Variationsrechnung erfordert, die noch 
eine Stufe höher steht als die gewöhnliche 
Differential- und Integralrechnung, so führt er 
zur Lösung. 

Galilei, der zuerst die Frage nach der 

-^ j2^ Kettenlinie gestellt hat, hielt sie für eine 

Parabel. Erst Bernoullt vermochte ihre 

wahre Gleichung abzuleiten, die sich jetzt in allen Lehrbüchern der 

technischen Mechanik befindet 

782. Wer in der Literatur sucht, wird weitere lehrreiche Beispiele 
zur Anwendung des BernouIH'schen Satzes leicht zu Hunderten, ja 
zu Tausenden auftreiben. Er ist eben ein ganz allgemeines Prinzip 
der Statik, das die einfachsten und die schwierigsten Fälle umfaßt. 

In diesem Sinne hat Diihring durchaus recht, wenn er sagt, 
daß Lagrange, der dieses Prinzip zum Ausgangspunkt genommen 
hat [752], die ganze Statik auf eine Zeile, in die eine Gleichimg; 

r(X5x + Y(Jy-|-Zdz) = 
zusammengezogen habe. Freilich muß man diese eine Zeile auch 
recht zu lesen verstehen! 

783. Da der Bernoulli'sche Satz ein abgeleitetes Gesetz ist 
oder doch als ein solches aufgefaßt werden kann, so muß jede Auf- 
gabe, die mit seiner Hilfe gelöst worden ist, auch auf andere Weise 
lösbar sein. 

Man muß dann den Zwang durch Einstellung der Zwangskräfte 
aufheben, jeden Punkt als freien Punkt betrachten und auf ihn den 
Satz vom Parallelogramm der Kräfte und das Trägheitsgesetz an- 
wenden. Für einen starren Körper aber sind die entsprechenden 
sechs Bedingungen des Gleichgewichts (in der Ebene drei) zu 
nehmen [769] und [249], 

Dies soll an einigen der behandelten Fälle jetzt geschehen. 

784. In [771] zerlege man G in G cos a senkrecht zu E und G sin a 
parallel zu E. Die erste Komponente wird durch den Normaldruck 
N aufgehoben, vernichtet. Letztere muß durch die Zugkraft P über- 
wunden werden, also: 

P = GsiDa = G.— . 

3 
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Also g-anz wie in [771], Jetzt aber ist noch mehr gefunden 
worden, nämlich der Normaldruck; 

N = G ■ cos o, C 

786. In [779] füge maa die 
Normaldrucke Nj und N, hinzu, 
welche von der Schale auf den Stab 
ausgeübt werden. Nun lege man 
etwa durch A ein rechtwinkliges 
Koordi Datensystem, und wende auf 
N,, N, und G die drei Bedingungen 
des Gleichgewichtes an: 

Sie geben: 

I) N, cos 2«p — Ng sin (jR = 0. 

II) N( sin 2 7^ + Nj cos (f — G = 0. 




Fig. 135. 



III) 



- G - cos f/- -)- 3 N, r cos (p = 



:0. 



786. Diese drei Gleichungen mit N,, Nj und (p als Unbekannten 
sind zu behandeln. Aus der letzten darf cos 91 fortgelassen werden. 
Es folgt; 



und nach Einsetzen in I): 

N, = G-^ • 
' 4r 

N^ und N, in II) eingesetzt, ergibt: 



sin 71 
cos 2 w 



I sin f/i sin 2 c/> 



-j- G — — cos 71 G =: , 



4 r cos 2 tp 
oder nach einiger Umformung: 

I cos ijp — 4 r cos 2 (jp ^ 0. 

Also ganz wie in [779]. Aber auch diesmal ist noch etwas mehr 
gefunden worden, nämlich die Zwaogskräfte, die Normaldrucke Nj 
und N,, 

787. Die einfachste Losung von [779] entsteht aber, wenn man 
erwägt, daß N^, N^ und G als drei sich das Gleichgewicht haltende- 
Kräfte bei gehöriger Verlängerung ihrer Linien durch denselben 
Punkt C gehen müssen und daß, da N, durch den Mittelpunkt geht 
und N, auf ' senkrecht steht, A C ein Durchmesser des Kreises sein muß. 
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Drückt man nun A D auf zwei Weisen aus. Dämlich einmal als 
Kathete im Dreieck ADS und dann als Kathete im Dreieck A D C 
und setzt beide Werte g-leich, so folgt: 

— cos fjp ^= 2 r cos 2 <p. 

Also zum dritten Male dieselbe Gieichunsr- 

788. In [781] betrachte man ein be- 
liebiges Stück P Pj der Kette, führe die 
Spanoungen T und Tj in P und P, ein, 
welche in den Tangenten wirken und die 
Winkel t und Tj mit der Horizontalen 
bilden mögen. Ferner sei s die Lange 
des Stückes PPj und y die Belastung für 
die Längeneinheit 

Dann wirken auf das Stück PP^ 
die drei Kräfte T, T, und das Gewicht 
G^ys. Die Gleichgewichtsbedingungen 

i:X=0, .rY = 
geben daher: 

1) T^ cos r^ — T cos t = 

2) Tj sin T^ — T sin T — ys^ 0. 
Gebt man zur Grenze über, indem man s unendlich klein ^ d s 

setzt, so folgt weiter: 

la) d(Tcosi) = 0, 2a) d(Tsin>') -;'d3 = 0. 
789. Die Gleichung la läßt sich sofort „integrieren". Wenn 
TcosT kein Differentiale bat, so ändert es sich nicht. Es ist eine 
Konstante, deren Wert H sei. Also: 

H 
cost' 
Dies gibt, in Sa eingesetzt: 

Hd(tgi)-j'ds = 0, 
also eine Differentialgleichung, aus der T eliminiert ist. In sie sind 
die Differentiale der Koordinaten einzuführen. Sie wird dann von der 
zweiten Ordnung und gibt nach der Integration, welche für den 
Mathematiker gar keine Schwierigkeiten macht, die Gleichung der 
Kette nhnie. 

Zu derselben Gleichung kommt man freilich auch auf dem in [781] 
angedeuteten Wege. Hier aber erhält man etwas mehr, nämlich die 
Spannung T. 
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790. Die Aufflndung der Zwangslirifte läßt sich aber auch daaa 
bewerkstelligfen, wenn man sie zuerst eliminiert hat, um die Aufgrabe 
nach dem Bernoulli'schen Satz zu lösen. Man hat sie nur hinterher 
wieder einzuführen als diejenigen Kräfte, welche mit den gfeg-ebenen 
(oder durch die Lösung* g^efundenen) ECräftea so im Gleichgfewicht 
sind, als ob das vorgelegte System in allen seinen Teilen vollkommen 
frei wäre. 

Dies ist besonders für die technischen Anwendungen sehr wichtig. 
Denn die Voraussetzungen vollkommener Starrheit, Biegsamkeit usw^ 
welche die klassische Mechanik macht, stimmen doch nicht Vielmehr 
muß der Ingenieur gerade auf die Zwangskräfte Rücksicht nehmen, 
da von ihnen, von den Drucken und Spannungen in den Teilen einer 
Maschine, die Beanspruchung des Materials abhängt; z. B. [884], 

791. Ais Beispiel diene [774]. Der Druck O, den der Hebel im 
Drehpunkt A erleidet, ist: 

= G4-P. 

Da P bereits gefunden wurde : 

Lagfrange selb* hat nfa fige i » «ae sehr allgemeine Methode zu 
dieser Axt der BieBtttnurang- von Zwangskräften aufgestellt Vgl. [829]. 



§ 33. Die Reibung. 

792. Die Widerstände. Das Bernoulli'sche Prinzip und auch das 
noch zu erläuternde d'Alembert'sche Prinzip setzen erstens voll' 
kommenen Zwang und zweitens reine Zwangskräfte, also keine Bei- 
mischung von Widerständen, namentlich keine Reibung voraus. 

Und doch ist die Reibung häufig, vielleicht 
immer vorhanden. Gewiß hat der Mathematiker 
von seinem Standpunkt aus recht, wenn er sie 
gern verleugnet, denn ohne Reibung wird auch 
die Lösung meist viel abgerundeter und glatter 
als mit ihr. Aber sie ist da, also muß besonders 
die technische Mechanik auf sie Rücksicht nehmen. 

793. Reibung (eeter KÄrper. Wenn zwei feste 
Körper A und B sich berühren, so übt jeder auf den anderen an der 
Berührungsstelle eine Kraft K. (bezw. — K) aus, die in eine normale 
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und eine tangentiale Komponente zerlegt werden kann. Eistere ist der 
Normaldruck N, letztere die Reibung- R. N und R werden aber, wie 
eben erklärt, erst aus K, der einen wirklichen Kraft, durch Zerlegten 
abg-eleitet 

794. Der RellMingskoefnzimt. Die Reibung R kann erfahningsmäßig- 
niemals einen von der Beschaffenheit der berührenden Flächen ab- 
hängfenden Bruchteil des Normaldruckes N überschreiten. Es gibt einen 
Koeffizienten /i, den Reibungskoeffizienten, der das größte überhaupt 
mögliche Verhältnis zwischen R und N ausdrückt. 

Der so erklärte Reibungskoeffizient (2 ist von Coulomb und 
Anderen durch in großem Maßstabe angestellte Versuche für viele in 
der Technik gebrauchte Materialien bestimmt worden. Lehrbücher 
der technischen Mathematik bringen seine Ziffernwerte. 

795. Qleltende und statische Reibung. Es ist also unmöglich, daß R 
größer werden könne als ^N. Dagegen kann sein: 

a) R=/iN, 

b) R<^N 

a) findet statt, wenn A an B gleitet oder wenn A und B beide 
aneinander gleiten. Man nennt fi daher auch den Koeffizienten der 
gleitenden Reibung. Sie hat stets die entgegengesetzte Richtung des 
Gleitens. 

b) findet statt, wenn A nicht an B entlang gleitet. Es kann z.B. 
A ein Rad sein, das über B rollt (rollende Reibung). Es kann aber 
auch A sich ganz in Ruhe befinden — relativ zu B. 

Nur diese Reibung kommt für die Statik in Betracht Sie ist 
die statische Reibung. 

796. Es sei P eine gegebene Kraft, etwa das Eigengewicht oder 
eine Zugkraft, oder auch die Resultante beider, weiche außer N und 
R auf A wirke. Man zerlege auch P tangential und normal in Kj 
und Kg. Solange A in Ruhe bleibt, ist dann nach den unwandel- 
baren Grundlagen der Statik: 

R = — K,, N = — K,. 

Während also der Normaldruck (oder die Zwangskraft) die nor- 
malen Komponenten der gegebenen Kräfte aufhebt, vernichtet die 
Reibung ihre tangentialen Komponenten, Beide susammen vernichten 
alle wirkenden Kräfte, 

797: Spielraum des Qlelchgewfchtes. Da R</jN und (absolut ge- 
nommen) R so groß ist wie K,, N so groß wie K,, so ist diese.vöUige 
Vernichtung nur möglich, solange K,<^K,. 

An der einen Grenze dieser Ungleichheit steht die Gleichung 
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K, = 0, also R = 0. Die Reibung fehlt gäDzlich, Ein Buch, das 
ruhig- auf der wagerechten Tischplatte liegt An der anderen Grenze 
steht die Gleichung: 

Kj^juK,, also auch R = ^N. 

Auch dann ist noch Ruhe vorhanden, aber nur „eben noch". 
Die geringste Vermehrung von Kj, ohne daß K, sich ändert und 
das Gleiten fängt an in der Richtung von K,. 

Man sieht: durch die statische Reibung erhält das Gleichgewicht 
einen Spielraum, der von K, = bis K, =^ /< K, reicht Wenn z, B. 
ein Baumstamm von 1000 kg* Gewicht durch Ziehen an einem Strick 

auf horizontalem Boden fortgeschleift werden soll und ^ = — gesetzt 

wird, so nutzt eine Zugkraft bis zu 350 kg* gar nichts. Der Baum- 
stamm ruckt und rührt sich nicht Erst wenn sie noch größer wird, 
dann kann die Reibung nicht mehr mit Sie wird „besiegt". Der 
Baumstamm fängt an, sich zu bewegen. 

798. Reibung auf schieler Ebene. Aufgabe. Wie groß ist der Winkel 
ijp, unter dem eine Ebene geneigt werden darf, damit ein auf sie 
gelegter Körper vom Gewicht G noch nicht an- 
fängt zu gleiten? 

Lösung: Man zerlege G in G, =^Gsin9) und 
G, ^ G cos (p. Da hier nach dem zweiten Grenzfall 
gefragt ist, so darf höchstens sein: 

R ^ ;i N, also G^=fi G(, d. h. 
G sin y ^ /( G cos ip, oder 
oder endlich: t^tp^fi. 

799. Der Relbungswinkel. Der so bestimmte Winkel heißt Reibungs- 
winkel. Er ist von Parent (1700) in die Mechanik eingeführt worden 
und gibt ganz allgemein die Neigung an, welche die wirkende Kraft 
noch haben darf, wenn sie gänzlich vernichtet 
werden soll. 

In| [798] ist wenn man die Ebene drehbar 
macht, zugleich eine einfache experimentelle 
Bestimmung von fi gegeben, die allerdings 
nicht genau genug ist 

800. Aufgabe: Auf einer schiefen Ebene, 
die behebig geneigt ist, liegt eine Last vom 
Gewicht G, welche durch eine Zugkraft ( 
soll. Wie groß muß Q mindestens sein? 



n</) = ^c 




Fig. 138. 




Fig. 129. 
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LösQDg: Mac zerleg-e G wie in [798]. Es muß sein: 

Gcosc — N = 0, Gsina-|-R — Q = 0, R = pN, also: 
N ^ G cos a, K^fiG cos a, Q ^ G (sin a-\-fi cos a) 
oder nach Einführungr des Reibungswinkels: 
sin(«+jn) 
cosy 
Ist die Ebene w^erecht, o = 0, so folgt: 

Dies g^bt eine zweite und viel g^enauere Bestimmung von u. 
Reibungskoeffizient ^ Verhältnis von Zugkraft zu Gewicht. 

801. Aufgabe wie vorhin. Es sei o^y. Wie groß muß die Zug- 
kraft Q, sein, welche eben noch das Herabgleiten verhindert? 

Lösung: Die Reibung R:=juN geht jetzt längs der Ebene nach 
oben. Man findet: 

' cos Ijp 

Bei vollkommener Glätte würde <p:^0 und Q ^ Qj ^ G sin o sein. 
So aber bestiinmai Q und Q^ zwei Grenzen für die Zugkraft, in 
wddKn sie eäch beliebig- veKöndem Icann, ohae daS die X.^ von der 

Stelle rückt. Spietraum des Gleichgewichtes [797]. 

802. Aufgabe wie in [800], Nur mtkt die 
Zugkraft Q unter dem Winkel ß gegen die 
schiefe Ebene. 

Lösung: Man zerlege G und Q beide. Es 
folgt: 

G cos a ~ N — Q sin ;3 = 0, 
G sin o + R — Q cos jS = 0, R ~ ^ N = 0. 
Fig. ISO, Hieraus ergibt sich: 

^ P sina -^ -ficosa 

cos /S -|- ^ sin /S 
oder nach Einführung des Reibungswinkels: 

C03 (f — rt 

803. Kleinste Zugkraft Da ß nur im Nenner vorkommt, muß dieaer 
möglichst groß werden, nämlich =1 für ß^f, wenn die Zugkraft 
möglichst klein werden soll. Man muß also Q g^en die Ebene unter 
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dem ReibUDg^winkel richten. Rs ist dabei ^leichgfültig, welchen Wert 
« hat Die Ebene kann also auch wagerecht sein. 

Wenn die Kanone sich im Sande festgefahren hat, so wird die 
Bedienungsmannschaft g'ut tun, nicht allein den fferden ziehen zu 
helfen, sondern auch die Räder etwas anzuheben. 

804. Unter welchem Winkel a darf ein Stab 
gfegen eine lotrechte Wand geneigt werden, ehe er 
zu gleiten anfängt. Reibungskoeffizient an der 
Wand =r fl^^, am Fußboden := ^i^, Gewicht des '' 
Stabes = G. 

Lösung: Man betrachte den Stab als ein starres 
Gebilde, auf welches die fünf Kräfte: 

G. N„ R„ N,, R, 

wirken und setze die drei Gleichungen an [924]: 

XX = 0, JY^O, ^M = 0. 

Die ersten .beiden ergeben: 

I) — R,-j-Ni=0, II) R,+N, — G=0, 
zur Aufstellung der dritten nehme man etwa B als virtuellen Pol. 
Es folgt: 

in) G — sina — R, 1 sinn — N, 1 cos« = 0. 
8(ffi. Dazu kommen noch die beiden Gleichungen: 

IV) Rj=/i,N„ V) R,=/i,N,. 
Durch Einsetzen von IV und V in I und II folgen zwei einfache 
Gleichungen für N, und N,. Man erhält durch Auflösung: 




N, : 



N,^ 



Setzt man in lU ein und hebt Ct-1 fort, so folgt: 

sina ^, ^jSinc ^, cos« 

—rr ^^^ f^, = 0, und hieraus: 

2 1+CiC. l + Ci/'i 



tfir o = ■: ' • 

Von der lotrechten Stellung bis zu diesem Grenzwinkel sind alle 
Neigungen erlaubt, ohne daß der Stab rutscht Also wieder der 
Spielraum des Gleichgewichts [797]. 

806. Statische und dynamlsdie Reibung. Die statische Reibung ver- 
hindert die Bewegung, solange sie hierzu kleiner zu sein braucht 
als das Produkt aus Normaldruck und Reibungskoeffizient Mit diesem 
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Produkt ist ihr aber eine Grenze gesetzt. Grrößer kann sie mcht 
werden. Also wird sie dynamisch. Es beginnt das Gleiten uod von 
nun an ist: 

Vielleicht hangt n etwas von der Geschwindigkeit ab, doch scheint 
es nur wenig zu sein. Allerdings ist sie in dem Augfenblick, wenn 
die Bewegung beginnt, etwas größer als während der Bewegung; ea 
mag aber beim Losreißen von der Ruhe noch die ihr so verwandte 
Adhäsion hinzukommen. Die Flächen kleben etwas aneinander. 

S07. Relbungsarbeii. Da die dynamische Reibung der Bewegung 
entgegenwirkt, so ist ihre Arbeit immer negativ. Sie vermindert die 
Bewegungsenergie und zehrt sie, wenn nicht durch positive Arbeit 
anderer Kräfte der Verlust gedeckt wird, zuletzt ganz auf. 

Wie wir täglich tausendmal erfahren, ist es natürliche Bestimmung 
jeder scheinbar sich selbst überlassenen Bewegung, daß sie allmätig 
schwächer wird und aufhört. Das schwingende Pendel kommt zur 
Ruhe, der gedrehte Kreisel fällt um und bleibt Hegen, der Wagen 
hört auf zu rollen und bleibt stehen. 

808. Reibung und Trägheitsgesetz. Es ist so, weil die Reibung auch 
dann noch wirkt, wenn andere Kräfte aufgehört haben zu wirken 
und nicht, weil jede Bewegung sich „von selbst" erschöpfen müsse, 
wie man, verführt durch falschen Schein, vor Galilei vielfach meinte. 

Er aber erkannte scharf diesen Irrtum. Da die Bewegung um 
so länger dauert, je unbedeutender die Reibung ist, so schloß er, daß 
sie immer dauern würde, wenn es möglich wäre, die Reibung ganz 
zu entfernen. So stellte er denn sein Trägheitsgesetz für die Be- 
wegung an den Anfang der Dynamik [64J. 

809. Man spricht nicht nur von der Reibung fester Körper an- 
einander, sondern auch von der Reibung zwischen festen und flüssigen, 
festen und Inftförmigen, flüssigen und iuftförmigen Körpern. Oder 
auch von der Reibung^ zwischen verschiedenen sich berührenden 
Flüssigkeiten und verschiedenen sich berührenden Gasen. 

Diese Reibung vermindert die Geschwindigkeit des Wassers in 
Flüssen, Kanälen und Rohren erheblich. Auch das Gas strömt 
langsamer aus. Wenn der Wind über das Wasser fährt, so beginnt 
es sich an der Oberfläche zu kräuseln. Es entstehen kleine Wellen, 
und nun erst kann der Normaldruck der horizontal bewegten Luft 
selbst arbeiten und die gewaltigen Wogen des Weltmeeres erzeugen. 

810. Innere Reibung kann bestehen zwischen den kleinsten Teilen 
eines festen oder flüssigen oder Iuftförmigen Körpers. 
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Sie bält sich mehr verborg'en, läßt sich aber doch oachweisea, 
messen und in mathematisch eingekleidete Gesetze fassen. Durch sie 
hören allmällg die Schwingungen einer Stimmgabel selbst im luft- 
leeren Raum auf. Durch sie beruhigt sich auch das aufgeregte Meer 
weit schneller, als es nur durch die äußere Reibung an der Luft 
geschehen würde, 

811, Man sieht, daß das Kapitel von der Reibung sehr umfang- 
reich werden könnte, ehe es erschöpft wird. Auch mag noch viele 
ernste Forscherarbeit notwendig sein, ehe ihr Wesen und Wirken voll- 
ständig klar vor uns liegt 

Denn was wir zurzeit von ihren Gesetzen wissen, ist mehr oder 
weniger noch eine Notbrücke, die für technische Anwendungen aus- 
reicht. Aber möglicherweise existiert für sie ein uns noch unbe- 
kanntes Grundgesetz von größerer Zuverlässigkeit, das aber kaum der 
engeren Mechanik, sondern der allgemeinen Physik angehören möchte. 
Denn Reibung ist stets an Wärme oder Elektrizität gebunden. 
Reibungswärme und Reibungselektrizität 



§ 34. Das d'Alembertsche Prinzip. 

S12. Das d'Alembertsche Prinzip. Wie BernouUi 1717 durch das 
Prinzip der virtuellen Arbeiten die elementare Statik, so hatd'AIem- 
bert 1743 durch das nach ihm genannte Prinzip die elementare 
Dynamik zu einem vortrefflichen Abschluß gebracht 

Selbstverständlich umfaßt letzteres das erstere als besonderen 
Fall. So erklärt sich, daß d'Alembert sein Prinzip in der äußeren 
Form dem Bernoullischen Prinzip möglichst treu angepaßt und 
hierzu die Trägheitskräfte oder Effektivkräfte der bewegten Körper 
eingeführt hat [567]. 

Das d'Alembert'sche Prinzip lautet: 

Fügt man zu den gegebenen Kräften noch die Effektivkräfte 
hinzu, so leisten alle diese Kräfte zusammen keine virtuelle Arbeit, 
das System der virtuellen Verrückungen mag sein, welches es wolle. 

813. Analytische Fassung des d'AlembertsGhen Prinzlpes nach Lagrange. 
[752]. Es sollen bedeuten. 

1) X, Y, Z die Komponenten irgendeiner Kraft K, welche an 
einem materiellen Funkt P angreift 

2) Xt=: — mgs, Yt = — mg,, Z,;^ — mg,, oder: 
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„ d*x „ d'y _ d*z 

^■=-'"(dir ^■=-"'(dt)'' ^=— "(dl? 

die KompoDenteD der Effektivkraft des materiellen Punktes, an dem 

die wirkende Kraft angreift 

3) dx, Öy, iz die Komponenten irgendeiner virtuellen Verrückung- 

von P. 

Dann soll sein, summiert über das ganze System: 

a) X[(X + X,)(Jx + (Y + Y0Jy + (Z + Z,)(Jz] = O, oder: 

oder auch: 

814. Der Beweis des d'Alembertschen Prinzipes ist wie in [766]. Es- 
werden die Zwangskräfte K, mit den Komponenten X„ Y„ Z, hinzu- 
gefügt, wodurch jeder Punkt des Systems frei wird. Alsdann sind 
die Komponenten aller auf P wirkenden Kräfte; 
X + X„ Y + Y„ Z + Z,. 

Nach der Grundgleichung ist daher: 

X -(- X, ^ m TT— Tji oder auch : 

X + X, + X( = 0, Y+Y. + Y, = 0, Z + Z, + Z,= 0. 
Hiemach ist für alle Verrückungen, die virtuellen wie die nicht 
virtuellen: 

r|(X + X. + X,)ai + (Y + Y. + Yoay + (Z + Z. + ZoJ2]=0. 
Jetzt beschränke man sich auf virtuelle Verrückungen, Für diese 
ist stets nach [750]: 

rps;,dx + Y,5y + Z.dz)=0. 
Zieht man diese Gleichung von der vorigen ab, so bleibt, nur 
virtuelle Verrückungen vorausgesetzt: 

J[(X+X,)<i + fY + Y,)Jy + (Z + Z0Jz] = O 
w. z. b. w. 

B1B. Die verlorenen KrStte. d'Alembert nennt die Resultanten 
aus den gegebenen Kräften und den Trägheitskräften verlorene 
Kräfte. Ihre Komponenten sind also: 

X + X. Y + Y„ Z + Z^ 
Das d'Alembertache Prinzip erhält danach folgenden Wortlaut; 
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Die verloreoea Kräfte sind unter sich im Gleich g'ewicbt, d. h. 
ihre Cresa mtarbeit verschwindet bei jeder virtuellen Verrückung' des 
materiellen Systems. Damit ist die Dynamik der Form nach auf die 
Statik zurückgebracht. Aber nur der Form nach, denn die Trägheits- 
kräfte und mit ihnen die verlorenen Kräfte sind eben nur sogenannte 
Kräfte. 

816. Der ßezeichnungf „verlorene Kräfte" liegt folgende Über- 
legung zugrunde. Wäre der Punkt P völlig frei, so würde nach der 
Grundgleichung sein: 

X = ™ 73-^ oder: X — m —-^ = 0, oder: X4-X, = 

(dt)« {dtf ^ 

usw. Die Kräfte würden den durch sie erzeugten Massenbeschleu- 
nigungen gleich sein. Die Differenz würde verschwinden. Durch den 
Zwang aber ist es nicht mehr so. Die Kräfte kommen nicht mehr 
ganz zur Wirkung, die Differenz verschwindet nicht' Sie zeigt viel- 
mehr an, wieviel an den Kräften verloren gegangen ist. 

Verharrt das System in Ruhe, so verschwinden die Trägheits- 
kräfte und die verlorenen Kräfte stimmen mit den gegebenen Kräften 
überein. Und in der Tat, gehen diese nicht sämtlich verloren, da sie 
nicht imstande sind, das System zu bewegen? 

817. Fs werde als sehr einfacher Fall ein einziger Punkt ange- 
nommen, auf den beliebig viele Kräfte wirken, der aber gezwungen 
wird, auf einer Fbene zu bleiben. Man zerlege die Kräfte in Kompo- 
nenten senkrecht zur Fbene und in der Ebene. Letztere kommen 
voll zur Wirkung, erstere gehen verloren. 

Wodurch gehen sie verloren? Nun offenbar durch die Zwangs- 
kraft, durch den Druck, den die Fbene auf den Punkt ausübt. Dieser 
Druck hebt sie auf, vernichtet sie. 

6IB. Verlorene KrSfte und Zwangsfcräfte. So ist es ganz allgemein. 
Die d'Alembertschen verlorenen Kräfte stimmen überein mit den 
entgegengesetzten Werten der Zwangskräfte, wie ja auch aus [814] 
hervorgeht. Denn es ist: 

X + X, = — X.. Y + Y,= — Y., Z-|-Zi = — Z.. 

In [817} scheidet allerdings die Trägheitskraft, da sie längs der 
Ebene gerichtet ist, für die verlorene Kraft gänzlich aus. Daher 
sofort ein zweites Beispiel, wo dies nicht der Fall ist, 

819. Es sei P eine Kugel, die an einem Faden schwinget, der 
augenblicklich um den Winkel i/> von der Lotrichtung abweicht Man 
zerlege das Gewicht G der Kugel in eine Komponente G, = G cos w, 
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welche in die Verlängerungf des Fadens fällt und in eine Komponente 
L Faden. 

Dann wird g'ar mancher Uoerfabreiie 
folg-endermaßen schließen: Gj kommt nicht 
zur Wirkung^ und ist also die verlorene 
Kraft. Sie greht aber verloren durch die 
Fadenspannungf. Daher ist diese auch 
= Gj =: G cos (p. 

820. Ist dies richtig? Nein, durchaus 
nicht! Denn Gj ist nur ein Teil der ver- 
lorenen Kraft Der andere Teil ist die 
Träg-heitskraft, also hier die Zentrifug-al- 
kraft [&69], welche nach der Huyg-hens- 
schen Formel den Wert hat [358]: 

li — ^Zl 
"^ 1 "ff. 1 * 
wo V die augenblickHche Geschwindigkeit von P bezeichnet. Also 
ist die verlorene Kraft nicht gleich G cos 71, sondern; 

und ebensogroß ist die augenblickliche Fadeospannung. Vgl. [882], 

821. Bewegungsprobleme nach d'Alembert's Prinzip bei Annahme voll- 
kommenen Zwangs und reiner, reibungsloser Zwangskräfte [730] zu 
behandeln, ist stets möglich. Denn es reicht hierzu immer aus. 
Vgl. [758]. 

Hierüber laßt sich für eine beliebige Zahl n von Punkten fol- 
gendes sagen: Die Anzahl der zu findenden Beschleunigungen ist 
= 3 n. Femer sei die Anzahl der Bedingungen ^ m, so daß von den 
3 o ursprünglichen Graden der Freiheit nur noch 3 n — m übrig bleiben. 

Folglich gibt es auch nur 3n — m Systeme virtueller Verrückungen, 
die voneinander unabhängig sind. Das d'Alembert'sche Prinzip 
gibt also 3 n — m Gleichungen zwischen den 3 n Beschleunigungen 
Es fehlen also nach m solche Gleichungen. Diese aber entstehen 
durch zweimalige Ditfereotiation der m Bedingungsgleichungen. Das 
Problem ist also bestimmt. 

Doch man fasse dies nur als eine Andeutung des allgemeinen 
Beweises auf. 

822. Das d'Alembertsche Prinzip gibt so viel voneinander un- 
abhängige Gleichungen, als man voneinander unabhängige Systeme 
virtueller Verrückungen nachweisen kann. Es faßt alle diese 
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Gleichang'eD zu einer elnzig'eD Gleichungf zusammen, und das ist es 
eben, was d'Alembert gewollt hat. Nur ein oberstes Prinzip sollte 
sein, so allgemein, daU es alle Fälle umfaßt, die einfachsten und die 
-schwierigsten. 

Aus ihm ergeben sich auch die früheren Ansätze zur Lösung 
mechanischer Aufgaben, also die Grundgleichung, die Schwerpunkts- 
sätze, die Flächensätze, der Satz von der lebendigen Kraft mit größter 
Leichtigkeit, wie folgt, 

823. i'Alemberft Prinzip, df« GrundglafclHing und der Satz vom ParalMo- 
tnmm ller KriHe. Das materielle System beschränke sich auf einen 
freien materiellen Punkt P. Dann fällt in [813] c rechts das Summen- 
Zeichen fort, während es links noch stehen bleiben kann, da mög- 
licherweise auf P mehrere Kräfte wirken. Es ist also: 

Jetzt bewege man virtuell in der Richtung der x-Achse. So %'er- 
schwinden dy und ix. Es wird; 

Jt ..V i ^*^ 

oxiX^oxm y. - . ■ - , 

(dt)' 

oder nach Fortlassen von 8x und dann Vertauschung der Achsen: 
d»x ^.„ d'y ^.-, d»z ^,„ 

■"w=-''^ "(dtj.'-'^ "■(d^="- 

AJso erstens die Gnindgleichuiig und zweitens der Satz vom 
Parallelogramm der Kräfte, beides in analytischer Form [570]. 

824. d'Alembert's Prinzip, die SchwerpunktSSStze. Gegeben sei ein be- 
liebiges materielles System. Doch soll ein etwa bestehender Zwang 
nur ein innerer sein, d. h. er soll zwischen den Teilen des Systems 
selbst stattfinden. So ist offenbar jede angenommene Translation 
des Systems virtuell. Sie sei etwa parallel zur x-Achse. Dann ver- 
schwinden alle äy und 3z, während alle dx einander gleich werden. 
Man erhält nach Fortlassung des Faktors ^x: 

^^, „ d^x ,,d*x, 
^^ = -'"(d"t? = "M"'" 
d. h, den Schwerpunktseatz für die x-Achse [575]. 

825. d'Alembart's Prinzip und die Rlchensfitze.- Unter der Voraus- 
setzung nur inneren Zwanges ist auch jede angenommene Drehung 
virtuell. Sie erfolge etwa um die x-Achse. Dans wird für jeden 
Punkt [668]: 

Jx^O, dy^ — zdf/, 6z = ydip, 
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und man erhält nach Einsetzen in [813] und Fortlassen des Faktors dff. 

d.h. den Flächensatz für die yz-Ebene {614|: 

826. d'Aiembert's Prinzip und der Satz von der lebendigen Kraft. Nach [723] 
darf man statt der virtuellen Verriickungfen auch die wirklichen Weg^- 
differentiale setzen, also dx, dV: dz statt dx, Öy, dz. Es wird dann: 

Links steht das Differentiale dA der Arbeit Rechts steht das 
Differentiale dL der lebendigren Kraft [671]. Es ist: 
dA^dL. 

Durch Integration entsteht also der Satz: Gesamtarbeit = Ver- 
änderung" der g-eganiten lebendig-en Kraft. 

827. So sind die früheren Methoden der Mechanik, ob sie g-leich 
recht verstreut zu sein scheinen, doch in dem einen d'AIembert- 
schen Prinzip schon eing-eschlossen. Letzteres drängt eben die ganze 
Mechanik in eine einzige Zeile zusammen (vgl. 1782]), nur muß man 
sie auch richtig zu lesen verstehen. 

Doch man schießt nicht mit Kanonen nach Spatzen. Wo jene 
früheren Methoden ausreichen, kann man sich auf sie beschranken. 
Man soll nur ein für allemal erkannt haben, daß sie von einem 
höheren Standpunkt aus zu einem viel größeren Ganzen gehören. 

828. Elementare und hShere Meclianlfc. So schließt das d'Alem- 
bert'.sche Prinzip die elementare Mechanik ab, indem es frühere 
Sätze und Methoden wie in einem Brennpunkt vereinigt. Und das 
ist die eine Auffassung seiner Bedeutung. 

Es gibt aber noch eine andere, nicht minder bedeutsame. Das 
d'Alembert'sche Prinzip steht nämlich nicht nur am Ende einer 
alten, sondern auch am Anfang einer neuen und glänzenden Ent- 
wickelung, der Entwickelung zur höheren analytischen Mechanik. 

Denn von ihm haben die zahlreichen ferneren Prinzipien und 
mathematischen Methoden ihren Anfangspunkt genommen, welche in 
den höchsten und schwierigsten Bewegungsproblemen angewendet 
werden. Es ist wohl .angemes.sen, hier die wichtigsten unter ihnen 
wenigstens zu erwähnen und ungefähr anzudeuten, was sie wesent- 
lich sind. 

829. Die Lagrange'schen Differentialgleichungen. Sie entstehen, wenn 
man das d'Alembert'sche Prinzip mit denjenigen Gleichungen zu- 
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Kanimennimiiit, welche durch Variiereo (d. h. durch virtuelles Diffe- 
rentiieren) der Bedingung-sg^leichungen entstehen und aus ihnen 
(nach Einführung- vorläufig unbestimmter Faktoren) die Massenbe- 
schleunigimgen: 

d'x d*y d*z 

■"(d^' ""(ätj^' '"(dt)« 
für jeden Punkt des Systems berechnet. 

Diese Masse nbeschleunig'Un gen erg-eben sich dann als zusammen- 
fi-esetzt aus den geg-ebenen Kräften selbst und anderen Ausdrücken, 
wi^lche wieder nichts anderes sind, als die Zwangskräfte in ihrer all- 
g^emeinsten analytischen Form [791]. 

So werden die Punkte sämtlich wieder frei. Die vorhin genannten 
unbestimmten Faktoren aber sind durch die Zwangsbedingungen nach 
ihrer zweimaligen Differentiation hinterher zu ermitteln. 

830. Das Prinzip der klelnsteo Wirkung ist von Maupertuis 
aufgestellt worden, der von der teleologischen Erwägung ausging, 
dali die Natur ihre Absichten mit den einfachsten Mitteln zu erreichen 
strebe. So bewege sich jeder Punkt von einem Ort zum andern in 
der Weise, daß die „Wirkung^, gemessen durch Produkt aus Ge- 
schwindigkeit und Weg, möglichst klein sei. 

Was Maupertuis hiermit gemeint hat, läßt sich sehr gut an 
dem einfachsten Falle erläutern, daß gar keine Kräfte wirken, also 
der Punkt sich geradlinig und gleichförmig bewegt Dann bleibt die 
(yeschwindigkeit als konstant außer Betracht Es soll also der Weg 
möglichst kurz sein, und in der Tat ist ja der gerade Weg zwischen 
zwei Punkten kürzer als jeder krumme. 

831. Allgemein hat Maupertuis behauptet, um auf die Ver- 
änderlichkeit der Geschwindigkeit Rücksicht zu nehmen, daß ihr Weg- 
integral: 

/vds 
ein Minimum sei, aber nicht genau genug erklärt, wie. Diese Lücke 
wurde später von Euler ausgefüllt 

So hat denn schließlich nach weiteren Verallgemeinerungen von 
einem materiellen Punkt auf ein materielles System das Prinzip der 
kleinsten Wirkung seine jetzige Gestalt erhalten. Es sagt aus, daß 
«■in gewisses Integral, die „Wirkung" ein Minimum sei oder vielmehr, 
daß seine erste Variation verschwindet 

832. Das HamlHon'sche Prinzip der variierenden Wirkung ist wieder 
eine Verallgemeinerung des Maupertuis-Euler'schen Prinzipes, die 
besonders dann Vorteile bietet, wenn die Kräfte ein Potentii 
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Hamilton ließ auch die Änfangslagf« und Endlage, welche vor ihm 
als fesl betrachtet wurden, virtuell variieren und verknüpfte dann die 
^Wirkung" mit zwei partiellen Differentialgleichungen, einer für die 
Anfangslag*« und einer für die Endli^e. 

Jacobi hat diese Entwicklungen erheblich vereinfacht und z. B. 
gezeigt, daß eine der beiden genannten partiellen Differentlalgleichungea 
genügt 

S33. Das Prinzip des kleinsten Ztranges von OtaD besagt, daß das 
von ihm aufgestellte Maß des Zwanges möglichst klein, d. fa. bei der 
wirklichen Bewegung kleiner sei als bei jeder anderen virtuellen 
Bewegung. 

Gauß denkt sich das materielle System in einem bestimmten 
Augenblick mit den augenblicklichen Geschwindigkeiten und mit den 
augenblicklichen Kräften. Aber zweimal, erstens mit Zwang und 
zweitens freL Dann werden nach einer (unendlich kleinen) Zeit die 
beiderseitigen Orte voneinander abweichen; es werden Abstände 
entstehen infolge des Zwanges (entsprechend den E u I e r 'sehen 
Deviationen infolge der Beschleunigung [335]). Die Summe der 
Produkte aus den Massen und den Quadraten dieser Abstände ist 
das von Gauß aufgestellte Maß des Zwanges, welches ein Mini- 
mum wird. 

834. Die Düferentlalglelchungen der Bewegunfl. Die genannten Prin- 
zipien und viele andere, teils allgemeine, teils besondere Methoden 
dienen dazu, schwierigeren Bewegungsproblemen diejenige Form zu 
geben, in welcher sie der mathematischen Behandlung am leichtesten 
zugänglich sind. Doch ob schlichte oder höhere Methoden benutzt 
werden müssen, in einer Hinsicht ist dies ganz gleichg^tig, denn es 
handelt sich stets nur um den Ansatz, d. h. um die Aufstellung der 
Differentialgleichungen der Bewegung, sei es in der ursprüng- 
lichsten Form [570]: 

d»x 

usw., sei es in irgendeiner anderen Form. 

Man mache sich klar, woher das kommt! Es sind vorweg ge- 
geben 1. die Massen, 2. die Kräfte durch Kraftgesetze und möglicher- 
weise durch Zwangsbedingungen. Daher können nach der Grund- 
gleichung unmittelbar nur die Beschleunigungen, also Differential- 
elemente der Bewegung und sogar von der zweiten Ordnung [330] 
bestimmt werden. Man mag nun umformen wie man will, Differentiale 
bleiben Differentiale; stets müssen an Stelle der Beschleunigungen 
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andere Differentialausdrücke treten, d. h. es müssen vorerst die 
Differentialgleichuiig'en der Beweg^ungf in irgendeiner Form aufgfe- 
atellt werden. 

83S. Inleflratlon der DfflerentliliiMchuiigM. Ist dies g-eschehen, so hat 
die Mechanik nichts mehr zu tun, soadem der reinen Mathematik 
das Feld zu räumen, welche nun versuchen muß, durch wiederholte 
Integrationen Schritt für Schritt aufzusteigen zu den Bewegungen selbst. 

Die elementare Mechanik kann auch bei schwierigeren Aufgaben 
bis 7.U den Ansätzen vordringen. Aber diese durch Integrieren be- 
wältigen, das kann sie nicht. Das ist Aufgabe der höheren Mechanik, 
der hierzu alle Hilfsmittel der höheren Mathematik erlaubt sind. 

Wohl ist es auch dann noch manchmal möglich, durch dem ge- 
gebenen Falle angepaßte Grenzübergänge (von der Summe zum 
Integral) zum Ziele zu gelangen. Aber langweilig und ermüdend 
pflegt ein solches Verfahren sehr zu sein, besonders wenn es sich 
bei jeder neuen Aufgabe wiederholt 

Elementare Lehrbücher sollten daher sehr sparsam mit solchen 
Surrogaten sein. Sie verderben sonst dem Lernenden leicht den 
Geschmack an der höheren Mathematik. Besser ist dann immer noch 
die Integral formein hinzusetzen und einfach zu erklären, daß sie durch 
Integrieren leicht gefunden werden, wenn man nämlich integrieren 
kann. 



Dignz.dby Google 



Achter Abschnitt. 

% 35. Der senkrechte Wurf und der freie Fall. Der 
schiefe Wurf. 

836. In diesem achten und letzten Abschnitt sind einige einfache 
Beweg-uug-saufgaben behandelt, teils als Beispiele zur Anwendung der 
Grundlagen der Mechanik, teils zu ihrer weiteren Ausbildung und 
Vertiefung, 

Gann unberücksichtigt geblieben sind die eigentliclie Elastizitäts- 
lehre der festen Körper und die Mechanik der Flüssigkeiten und 
Gase. Jedes dieser Gebiete ist so umfangreich, daß es besonders be- 
handelt werden muß, selbst wenn man nur wenig eindringen will 
Es ist daher hier ganz auf sie verzichtet worden. 
,, 837. Der senkrechte Wurf und der freie Fall sind zwar schon 

der Hauptsache nach in |Ü79] usw. phoronomisch behandelt 
worden. Doch sollen sie hier betrachtet werden als diejenigen 
Aufgaben der Dynamik, an denen Galilei deren erste Grund- 
begriffe entwickelt hat |26]. 

Vorausgesetzt sei konstante Schwere, konstantes Gewicht 
G des Körpers. Da seine Masse m an und für sich auch 
'" konstant ist, so ist auch die Fallbeschleunigung: 

G Gewicht 

m Masse 

konstant (= 981 — ^^). 
|i^ V (secj- J 

838. Macht man die Lotrichtung zur x-Achse, nimmt die 

l-lg. 133. Richtung nach oben als positiv, so ist nach [33U]: 

d«x 
" (dt? = -^- 

Integriert man einmal, so folgt: 
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liitegfriert man noch einmal, so folgt ferner; 
. HI) x = -*^t' + Ct + D. 

839. C und D sind zwei „IntegTationskonstanten", zu deren Er- 
mittelung Anfangsbedingungen gehören. Es sei im AugenbUck t := 
die Geschwindigkeit = v^ (Anfangsgeschwindigkeit). Dann gibt II)( 

C = v„. 
Ferner sei von demselben Augenblick an die Abszisse x gerechnet, 
also für t=:0 solle sein: x^:=0. Daher nach III): 
D = 0. 
Die Gleichungen II und III werden somit: 
IIa) v = v„ — g.t, 

Ula) x = v„t— |-t^ 

840. Die beiden Integrationen, um von der Beschleunigung zur 
Geschwindigkeit und von dieser zum Weg, zur Abszisse zu gelangen, 
waren hier so einfach, daß sie auch ohne Kenntnisse der Integral- 
rechnung vorgenommen werden können, wie folgt: 

Die Beschleunigung ist konstant^ — g,. Also ist die ,.Ge- 

schwindigkeitsänderung^ /_\' in der Zeit t [;i26]: 

A V — — g,-t, also: 

V = Vft + A V = v„ — g. t- 

Damit ist IIa wiedergefunden. Die Anfangsgeschwindigkeit ist v^, 

die Geschwindigkeit am Ende der Zeit t ist v. Folglich ist die mittlere 

Geschwindigkeit Vj, [301]: 

V _ ^« + ^ _ Vo + (Vo — g.t) _ ^, g. ^ 

v„_ g- _ —^ — -v„ ^t. 

Mithin ist der Weg selbst; 

:< = v.t^v.t--?-f. 

Damit ist auch lila wiedergefunden. Übrigens ist — y ^' *^j^ 

Euler'sche Deviation [337 aj. 

841. Man berechne t aus IIa: 



t = ■"- 

— g-. 

und setze in lUa ein. Es entsteht; 




.. v.(v-v.) e, (v-v.)= 


, oder vereinfacht: 


-ST. 2 g.'. 
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Da die Schwere lotrecht nach unten geht, liegt die Bahn in einer 
Verttkalebene. Man mache sie zur xy-Ebene, leg-e den Anfangspunkt 
in den Anfang O der Bewegung und rechne auch die Zeit von diesem 
Augenblick. Die x-Achse sei wagerecht, positiv in der Richtung der 
HorizootalbeweguDg, Die y-Achse positiv nach oben. 

Es ist g, ^ 0, gj = — g*.'d. h. der schiefe Wurf zerfällt geo- 
n:tetri3ch in eine gleichförmige horizontale Bewegung und in einen 
senkrechten Wurf. 

845. Die BewegmisgleMiailien. Die Horizootalgeschwindigkeit v. 
ist konstant, bleibt also, wie sie zu Anfang war, d. h. 

V, = Vj cos a. 
Der horizontale Weg ist: 

X = V, . t =^ v„ cos a ■ t. 
Die vertikale Geschwindigkeit v, ist gleichförmig beschleunigt 
(oder verzögert), Sie nimmt in der Zeiteinheit um — g« in der Zeit t 
um — g,t zu. Ihr Anfangswert ist v^sina, also; 
V, = v„ sin a — g, t 
Der vertikale Weg y wird wie in [840] berechnet: 

(T» . 

y =T v, sin K ■ t — ^- t". 

Man stelle zusammen: 
I) Beschleunigungen : g, = 0, 8"/ = — ?• ■ 

II) Geschwindigkeiten: v.:=v,C08ö, v,3=VgSino — g,t. 

m) BeweguDgsgleicbungen : x =VgCOsa-t, y ^v^sin«- 1— -^ t*, 

846. 0er Scheitel der Bahn. Im Scheitel ist die vertikale Geschwindig- 
keit aufgezehrt. Es ist v, =^0, also nach II: 



Dies 


ist in 


III einzusetzen. 


Man erhält: 












, ». 


'sinacosc 


V * 

= b = -^ sin* 


ß — 


fiT. 
2 


^Q 


»sin*« 


also nach 


kleiner Umfonnung: 




fg.)« • 




a = 


V||s„, ^ 


v,*sin*« 
2g. ' 


t 


= V„ 


V* ' 


847. 


Die Hü 


gwelt«. T hat die Koordinaten 


: x = 


= W: 


= V 


i^urfwei 



y = 0. Setzt man aber in III: y=:0, so wird entweder t = {was hier 
auäer Betracht bleibt, da es sich auf den Anfangspunkt bezieht) oder: 
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In LH eingesetzt: 



Die Zeit bis zum Ziel T ist also doppelt so groß, wie bis zum 
Scheitel S. Ebenso ist w;=2a. 

848. Die Fluabahn. Nach [288] eliminiere man t aus UL Es ist 

X 

t ■= - — — — — , also : ■ 
Vg cos u 



v„ cos a a v^- uus -it 

Hierin werde zur Abkürzung- gfesetzt: 

«" = ''• cis='+W*" = ' + l' 
-A~ =h^S<;heite]höhe bei senkrechtem Wurf ißäll. 
So wird die Gleichung der Flugbahn: 

Wer die Elemente der analytischen Geometrie kennt, sieht, daß 
die Flugbahn eine Parabel ist, deren Hauptachse nach unten geht — 
OaliJei'sche Wurfparabel — . 

849. Die Hauptfragen waren leicht und schnell erledigt. Es seien 
noch einige Bemerkungen angeknüpft. 

Die Abmessungen der Bahn sind nach [846] und [8-47] dem 
Quadrat der Anfangsgeschwindigkeit v^, die Zeiten aber dieser selbst 
proportional. Bei doppelter Anfangsgeschwindigkeit kann man vier- 
mal so hoch und weit schießen. Aber die Dauer des Schusses ist 
doch nur doppelt so groß, weil eben in entsprechenden Punkten die 
Geschwindigkeit doppelt so groß ist. 

Nach § 26 und § 28 kann man auch sagen: Die Abmessungen 
der Bahn sind für ein gegebenes Gescholi zur anfänglichen Bewegungs- 
energie, dagegen die Zeiten zur Bewegungsgröße proportional. Oder 
auch nach denselben Paragraphen: Die Abmessungen sind der Arbeit, 
die Schulizeiten dem Antrieb der Pulvergase im Rohrinnem proportional. 

850, Dagegen sind beide, Längen und Zeiten, dem AVert umge- 
kehrt proportional, welchen g, an dem betreffenden Ort hat. M(t 
demselben Geschütz, demselben Geschoß, derselben Pulverladung und 
demselben Abgangswinkel kann man in Paris um einige Meter weiter 
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schieUen als in Berlin, weil dort die Inten-sität der Schwere etwa-s 
kleiner ist als hier. 

Würde g-, g^anz verschwinden, so würden a, b und w unendlich 
groli werden. Das Geschoß würde den Scheitel nie erreichen und 
nie zur Erde zurückkehren. Dies ist nach dem Galilei'schen Träg- 
heitsg^esetz ganz selbstverständlich, da, wenn die Schwere aufhörte, 
die Bewegung- gradlinig" und g-leichförnilg werden müßte. 

851. ßröflte SehuDweile. Die grölite Höhe würde man bei Vertikal- 
schufl, also für « = 91)", erreichen. Sie ist: 

h = ,^* , 
2 g-. 
Nach Einführung- von h erhält man für ein beliebiges a: 

a -= h sin 2 «, b -^ h sin V, w =^ 2 a ^ 2 h sin 2 «. 
Die größte Schußweite ergibt sich für 2« =3 90", « = 45* nämhch 
w :=2h. Man kommt für «--40" doppelt .so weit, als man bei Vfer- 
tikalschuß hochkommt. Die Scheitelhöhe dieses größten Weitschusses 
h 



ist übrigens nur — -(((7^=4")" gibt: 



Nimmt man femer zwei Abgangswinkel a und ,:/ an, die sich zu 
90" ergänzen, ;y=i»0" — a, so wird sin 2 |i = sin 2 «, also: 

Zwei Schüsse, deren Abgangswinkel u und ,1 gleich viel von 45", 
der eine nach oben, der andere nach unten abweichen (Steilschuli 
und Flachschuß), haben dieselbe Weite, treffen bei ebenem Gelände 
dasselbe Ziel T. 

852. Erhfihtes Ziel. Ist das Ziel erhöht (oder vertieft), ist es ein 
beiiebigrer Punkt P (x,y) und ist der Abgangswinkel a so zu be- 
stimmen, daiJ P getroffen wird, so setze man P in die Gleichung der 
Flugbahn [848] ein und löse nach q auf (quadratische Gleichung). 
Ks folgt: 

2h+l4h"(h — yi— V 

Es gibt also zwei Werte für «, der andere sei ;i. Das Ziel kann 
im allgemeinen durch zwei Schüsse getroffen werden. 
Xach kleineren Zwiachenrechnungen ergibt sich: 

Bei -erhöhtem Ziel ist y positiv, bei vertieftem Ziel ist y negativ. 
Im ersteren Falle ist « + ,:(>!>()", im letzteren Falle ist a + ,:^< 90" [8ül]. 

853. Die Srenzporabel. Ist der Radikand: 

4 h (h - yj — k' 
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negativ, so werden a und ji iniaginär. Das Ziel kann überhaupt nicht 
mehr gfetroffen werden. Verschwindet er aber, so fallen a und ß zu- 
sammen. Das Ziel kann „ehe» oocb" ^rr«icht werden. 

Man nennt deshalb in der Ballistik die Parabel mit der Gleichungf : 

4 h {h — y) — X* = 0, oder y =^ h — 



ZeÜUnie 



4h 
die Grenzparabel. Sie hiillt 
alle Flug-babneo ein, die 
man durch beliebigfe Ver- 
änderung* des Abgangfs- 
winkels erhält Jeder Punkt 
innerhalb der Grenzparabel 
kann zweimal, jeder Punkt 
auf ihr nur einmal, jeder 
Punkt außerhalb gar nicht 
getroffen werden, 

Der Scheitel der Grenz* 

parabel fällt mit dem Scheitel des Vertikalachusses zusammen. Ihr 

Brennpunkt ist der Punkt O. 

854. Die Qeschwindfgkeit, welche das Geschoß in einem beliebigen 

Punkte der Bahn hat, kann nach II berechnet werden. Es ist: 

V = y V,' -|- V,* := y V,* cos* O -|- (V, ^D O g", t)* 




Fig. 185. 



oder, ' 



= 1^ 



-2Vog,siDat-|-g,*t» 
I man aus Ulf y einführt: 

v=|/7/-2g,y 
Hinter dieser Gleichung ist wieder der Satz von der lebendigen 
Kraft, wie in [841]. Denn die von der Schwere geleistete Arbeit ist 



-mg, .y. Es muß also sein: 
m V* m V.* 



- m g, y und hieraus : 



.=y^ 



-2g,y 
8K>. ScheltelglelGhung der Ru|bahn. Um den Scheitel zum Anfangs- 
punkt zu machen, hat man nach [856] parallel zu verschieben. Be- 
zeichnet man die neuen Koordinaten des beliebigen Punktes P mit 
x' und y', sz ist; 
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y ^^y + b^y' + ^-^sin *a (y' in Figfur 134 negfativ). 

Setzt man diese Formelo in die Gleichung^ der Flug'bahii [846] 
, so erhält sie die einfache Gestalt: 



Das —Zeichen in dieser Scheitelg^leicbung bedeutet, daß die 
Parabel sich nach unten krümmt. Ihr Halbparameter ist: 
v„' cos * c< „ , , 



ff. 
8&6. Die Leitllllie der RuabahR. Die Leitlinie einer Parabel hat 

bekanntlich vom Scheitel den Abstand =-§-• Also ist der Abstand 

der Leitlinie von der alten x-Achse: 

— b + ^ =; h sin* « + h cos' « ^ h. 

Daher: Alle Flugbahnen mit derselben Anfangsgeschwindigkeit, 
aber beliebigen Abgangswinkeln, haben dieselbe Leitlinie. Sie geht 
durch den Scheitel des Vertikalschusses und ist zugleich Scheitel- 
tangente der Grrenzparabel. 

857. Der Brenniiiinkt der Fluobahn. Auch der Brennpunkt F hat 

vom Scheitel S den Abstand -^. Es ist: 

b — J-- ^: h {cos* o — sin* a) = h cos 2 a, und: 



OF=l/a*-f (b— -py='|/h*sin*2« + h*co3»2« = h. 

Also: Die Brennpunkte aller Flugbahnen mit derselben Anfangs- 
geschwindigkeit, aber beliebigen Abgangswinkeln liegen auf einem 
Kreise um O als Mittelpunkt 

Diese beiden Sätze über Leitlinie und Brennpunkt der Flugbahn 
bedingen übrigens einander, da jeder Punkt der Parabel, also auch 
der Punkt O, bekanntlich ebenso weit von der Leitlinie wie von dem 
Brennpunkt entfernt ist. 

858. Die wirkliche Flugbahn. Die parabolische Theorie entspricht 
der Wirklichkeit bei großer Flugweite sehr unvollkommen. 1) g, ist 
nicht konstant, sondern nimmt mit der Höhe (sowie mit der Annähe- 
rung an den Äquator) ab. 2) Auch die Richtung von g, bleibt 
während des Fluges nicht unverändert, da sie stets nach dem Erd- 
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mittelpunkt geht. 3) Die Erde drelit sich, der schiefe Wurf ist eine 
Relativbewegung, 4) Es wirkt außer der Schwere auch der Luft- 
Widerstand. 

Der erste und zweite Punkt werden durch Übergang- von der 
parabolischen zur elliptischen Theorie (Kepler'sche Elhpse) erledigt. 
Der dritte Punkt erfordert die Hinzunahme der CorioÜs'scheu Be- 
schleunigung [504]; doch ändert sich durch diese Verbesserungen 
selbst bei den jetzigen Geschwindigkeiten der errechnete Treffpunkt 
nur um wenige Meter. 

859. Der Luftwiderstand aber ist bei großen Geschwindigkeiten 
gewaltig groß und sein Gesetz ist trotz aller Versuche nicht durch 
eine einfache Formel darstellbar. Dazu kommen Wind und Wetter, 
sowie die schnelle Drehung des Geschosses, welche ebenfalls, besonders 
wenn konische Pendelungen [421] auftreten, den Luftwiderstand nicht 
unerheblich beeinflussen. 

Gründliche Belehrung hierüber findet man z. B. in dem Lehr- 
buch der äußeren Ballistik von Cranz, sowohl was die rein mathe- 
matische als auch die technische und experimentelle Behandlung des 
Gegenstandes betrifft. 



§ 36. Das ebene Pendel. 

860. Obgleich schon Galilei viele treffende Bemerkungen über 
das ebene, d. h. in einer Vertikalebene schwingende Pendel gemacht 
hat, muß doch Huyghens als der Begründer seiner Theorie genannt 
Q werden. Denn von ihm stammt das 

Geschwindigkeitsgesetz [870] und die 
Formel fürdieSchwingungsdauer|873]. 
Ganz ähnlich verhält es sich mit 
der praktischen Anwendung. Denn 
Galilei hat zwar schon das Pendel zu 
Zeitbestimmungen benutzt, aber wieder 
war Huyghens der erste, welcher 
es mit einem Uhrwerk in Verbindung 
' gebracht und so die Pendeluhr er- 
funden hat 

861. Das mathematische Pendel 
soll ein materieller Punkt sein, der 
gezwungen ist, auf einem vertikalen Kreise zu bleiben und auf den 
als freie Kraft nur sein eigenes Gewicht wirkt. Angenähert wird es 
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verwirklicht durch eine Metatlkugel, die an eineni Faden hängt. Wenn 
es möglich wäre, die Reibung- klein genug zu machen, könnte man 
auch einen Körper in einer sehr glatten Schale gleiten lassen. 

Die Pendellänge sei = 1, die Masse des Pendels =i m, die Fall- 
beschleunigung =g,, also G =: mg, das Pendelgewicht. Es sei ferner 
P die augenblickliche Lage und ^ROP^y der augenblickliche 
Ausschlag, welcher, wenn das Pendel nicht ganz herum, sondern, wie 
hier angenommen wird, hin und her schwingt, zwischen den äußersten 
Ausschlägen -\-a und — « liegen muß. 

862. Um zu zeigen, wie selbst eine so einfache Aufgabe, wie 
die Theorie des schwingenden Pendels, sehr verschieden angegriffen 
werden kann, soll hier der „Ansatz", d. h. die Differentialgleichung, 
|834| auf fünf Arten abgeleitet werden, nämlich: 

1) durch das d'Alembert'sche Prinzip |863|, 

2) durch die Grundgleichung der Mechanik [H64|, 
:i) durch den Flächensatz |86ö|, 

4) durch die Formel für die Tangentialbeschleunigung |86fi], 

5) durch den Satz von der lebendigen Kraft [8G7], 

863. Macht man O zum Anfangspunkt und die Scbwingungs- 
ebeiie zur xy-Ebene, so fällt in dem d'AIembert'schen Prinzip das 
z fort. Auch das Zeichen i' fehlt, da es sich nur um einen Punkt 
handelt. Es wird [8131b. 

V (d t)V ^ V (d t)V ^ 

Hier ist, wenn die x-Achse vertikal nach unten positiv gerichtet 
wird: X^G = mgB, Y=^0. E.s gibt nur eine virtuelle Verriickung, 
nämlich eine Drehung der Pendellinie um den beliebig kleinen Winkel 
äff, so daß nach [S'2^]: 

dx=^ — ydif, dy =:-^xihp. Also : 

I-äßt man die Faktoren m und Sfp fort, so folgt; 



d'y _ d^x 

" lt)' = 

,/- dy dx\ 

y ät-]_ dJ 

dT 



-,dt)' '(dt)'- a.y, oder „ach l:i7n]: 



Es ist y = I sin (f. Der Ausdruck x y - -— - ist [1120] 
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dem Moment der Bahng^schwindig'keit in bezi^ auf O, also = I . v 
oder (da [314] v = Iw = l-i^) = l".-||-. Daher: 

-r- ^ — g, 1 ■ Sin y, oder: 

d*(r flf. . 

864. Man niache P durch Ejofülirung: der Fadenspanuung N zu 

einem freien Punkt. N hat die Komponenten nach den Achsen: 

Nx N y 
— N cos <|p ^ — — |— und : — N sin y = p- . 

Daher nach der Grundgfleichung [570]a: 

d*x - Nx Nx 
""{dW'"" j-^mgr. p-, 

d*y Ny 

Multipliziert man die erste Gleichung' mit — y, die zweite mit -^x 
und addiert, so ergibt sich nach Fortlaasung des Faktors m: 
d'y d'x _ 

^(dt)« ^(dt)»- 8'*y= 
also genau wie vorhin. 

8f%. Die Flächengeschwindigkeit in bezug auf O ist nach [319] 

= -^ ^= — -TT-- Also ist die Flächenbeschleunigung =: -^ ■ rr^ und 

daher das Moment der Massenbeschleunigfung^mPr-r-^ 

N hat kein Moment in bezug auf O. Das Moment von G aber 
ist: — Glsiny^ — m fiT, 1 sin i/>. Daher nach [611]: 

ta^*'P 1 ■ 

™ "(dt)»^"'"^' '°*'^' 
also nach Division durch m I genau wie in [863]. 

866. N hat keine tangentiale Komponente. Diejenige von G 
ist: — Gsinijii. Daher muß sein [360]: 

dv „ . 

m -r— - = — G sin y. 



= 1 , ■ Tl . Setzt man dies ein und divi- 



. dy dv , d*9> 

(dtjä- 
diert durch in. so entsteht dieselbe Gleichung wie in [863]. 
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867. Nimmt man als Anfang- den Umkehrpunkt Q oder Q,, so wird 

in[670]v, = 0. Allgemein ist: v = l-7j-. N arbeitet nicht. Es bleibt 

nur die Arbeit der Schwere: 

A = G h = m gr, 1 (cos <p — cos o), daher: 

mg-,l(cos9) — coso)=-^(-^), oder: 

868. Diese Gleichung- stimmt zwar nicht mit der eben auf vier 
verschiedene Arten gfefundenen Gleichung [863ja überein, doch ent- 
steht diese aus ihr durch Differentiation nach der Zeit Man erhält 
nämlich: 

dfl> d*a> ff. . dip 

-äT-(d^ = - 1 "°'"^ 

und nach Fortlassung des Faktors -—- : 
^*<P St ■ 

Umg-ekehrt würde man aus [863]a durch Multiplikation mit d^i 
und Integration die jetzige Gleichung [867]a erhalten haben. 

869. Da hier nicht weniger als fünf verschiedene Methoden 
mühelos zum „Ansatz" geführt haben, ist leicht zu ermessen, daß viele 
Bewegungsprobleme, besonders wenn man die höheren in [838] an- 
g-edeuteten Prinzipien genau kennt, auf sehr verschiedene Arten in 
mathematische Behandlung genommen werden können. 

Hier aber hat offenbar der Satz von der lebendigen Kraft den 
Vogel abgeschossen! Denn er hat sofort zu derjenigen Differential- 
gleichung erster Ordnung geführt, welche bei den vier anderen 
Methoden erst durch „Integration" entstehen würde. 

Dies liegt daran, daß der Satz von der lebendigen Kraft, wenn 
ein Potential vorhanden ist, schon an sich einen Integralsatz bedeutet 

870. Du Qeschwindigkeltsgesetz des Pendels. Die Formel [867] gibt 
durch Auflösung: 

Afp i/ao- 

"dT^ |/_^(cos¥> — cos«) 



I ■ k , Omudlkfta d«i 



v = l^=y2g.l(cosy-cos«). 
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, Dies ist das Geschwindig-keitsgeaetz. Setzt man 2. B: 9' = + «, 
so. wird vx=:0, wie es sein muß. Setzt man aber <p^0, so erhält 
man die Geschwindig'keit im' tiefsten Punkt oder die Maximal- 
g^eschwindigkeit : 



v=y2gJ(l-C08a) = 2sin|]/g:. 



Da femer cos ( — qt) = cos (p ist, so bleibt der absolute Wert von 
V für entgegengesetzte Ausschlage derselbe. Das Pendel schwingt 
symmetrisch zur Gleichgewichtslage. 

871. Die BevfegungsgleiGhyno des Pendels aufzustellen, erfordert noch 
eine Integration. [867]a gibt durch Umkehrung: 
'"T~ d«. 



-V; 



g* V 2 (cos rp — cos a) 
dtp 






+c. 



* 2 (cos fp — cos a) 

(Die Koustante C hängt von dem Augenblick ab, von dem mein 
die Zeit zählt) 

Nach Umkehrung dieser Integralformel ergibt sich endlich der 
Ausschlag <p als eine sog. elliptische Funktion der Zeit. 

872. Die Sdiwingungsdauer. Beschränkt man sich auf das Wichtigste, 
auf die Formel für die Schwingungsdauer, d, h, die Zeit T von einem 
äußersten Ausschlag Q bis zum nächsten Q,, so ist von ip^ — a bis 
rp^^-^a zu integrieren. Oder auch, wegen der .Symmetrie, von <p^0 
bis (jp^-f-"' wenn man noch mit 2 multipliziert. Also: 



^V?/. 



6fp 



y 2 {cos cp — cos a) 
= 

Die Berechnung des Integrals durch Hilfsmittel der höheren 
Mathematik ergibt die unendliche Reihe: 

Es haben also folgende drei Größen Einfluß auf die Schwingungs- 
dauer: 

1) der Winkel a des äußersten Ausschlages; 

2) die Länge I des Pendels; 

3) die Fallbeschleunigung gg oder die Intensität der Schwere. 

873. Schwingungsdauer und Ausschlag. Da sin — mit a zugleich 
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wächst und alle Glieder in [872]a positiv.sind, so wächst die Schwiogungs- 
dauer, wenn der Ausschlag* a großer wird. Für den äußersten Gren/.- 
wert a = 180* (der statt eines Fadens eine starre Stange voraussetzen 
würde) ergibt sich sogar für T ein unendlich großer Wert {logarith- 
misch unendlich). 

Ist der Ausschlag dagegen unendlich klein, nimmt man a so klein 

an, wie man will, so wird auch sin -3- so klein, wie man will. Man er- 



hält dann den anderen von Huyghens 
für die Schwingungsdauer: 



aufgefundenen Grenzwert 



' er. 



874. Der Isochronlsmus des Pendels. Unendlich klein kann man 
nun wohl den Ausschlag a nicht machen, aber doch recht klein. Dann 

werden die von den Potenzen von sin -^ abhängenden Glieder sehr 

unbedeutende Korrektionsglieder, die gegen das Hauptglied nicht 
aufkommen. Das Pendel schwingt daher für kleine Ausschläge nahe- 
zu isochron, wie bekanntlich Galilei zuerst bemerkt haben soll, als 
die Kronleuchter in einer Kirche zu Pisa durch den Luftzug bald 
mehr, bald weniger stark in Schwingungen gerieten. 
Die Pendelformel: 



r^.yr 



ist daher für die meisten Anwendungen genau genug. 

876. Das Qalllersche Sehnenpendel. Ge- 
setzt, ein Punkt würde gezwungen, statt 
auf dem Bogen Q, R auf der Sehne Qj R 
zum tiefsten Punkt zu fallen und dann 
auf der symmettischen Sehne mit der 
erlangten Geschwindigkeit beginnend wie- 
der his Q aufzusteigen, dann umgekehrt, 
aber immer auf der Sehne von Q bis R zu 
fallen und von R bis Q, zu steigen. Wie 
groß würde dann die Schwingungsdauer 
T' von Q, bis Q sein? 

Es ist nach [843j 
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Hier ist: s^Slsln-^ und ? = gf« sin -^ , nämlich = der in der 
Richtong- von s fallenden Komponente von g^ Daher: 






also von a ganz unabhäng^igf. Der Isochronismos wäre vollständig. 

876. Die Vergfleichung der Huygbens'sctien Formel für T und 
dieser Galilei'schen Formel für T' führt aber noch zu einem anderen, 
zuerst recht auffallenden Eigebnis, daß nämlich der Punkt beim Fallen 
auf dem Bogen schneller im tiefsten Punkte ankommt, als beim Fallen 
auf der kürzeren Sehne. Denn es steht einmal der Faktor «^ 3,14 . . 
und das anderemal der Faktor 4. 

Hinterher findet man freilich die Erklärung leicht genug. Der 
längere Weg wird mehr als aufgehoben durch die größere Geschwindig- 
keit, welche der Punkt schon zu Anfang auf dem Bogen erhält, der 
in der oberen Hälfte steiler ist als die Sehne. 

877. Die Kurve des schnellsten Falles von einem Punkte Q zu einem 

seitlich tiefer liegenden Punkte R ist also durch- 

S aus nicht die Sehne Q R, da die Fallzeit auf den 

j<J Kreisbogen kleiner ist Daß aber dieser nun 

j^^j»^ Kurve des schnellsten Falles sein müsse, wird 

jj ^"""^^ damit keineswegs behauptet. 

Denn vielleicht konnte die Fallzeit noch 
kleiner gemacht werden. Für eine Kurve muß 
sie aber ein Minimum sein. Huyghens, Newton, Letbniz und 
andere haben gezeigt, daß diese Kurve ein Bogen einer Zykloide 
sein würde (die übrigens auch noch die Eigenschaft des vollkommenen 
Isochronismus besitzt). 

878. ScIlwInBungsdauer und PendellSnge. Geht eine Pendeluhr zu 
langsam, so schraubt man die Linse etwas höher, geht sie zu rasch, 
so tiefer. Man reguliert die Schwingungsdauer, indem man die Pendel- 
länge reguliert Aber T ist nicht zu 1, sondern zu VT proportional, 
so daß, während ein gegebenes Pendel eine Schwingrung macht, ein 
4, 9, 16 mal so langes Pendel nur eine halbe, drittel, viertel Schwingung 
machen kann. 

Dies hatte schon Galilei herausgebracht, obgleich er zu der 
Pendelformel noch nicht ganz vorgedrungen war. 

879. Schwlngungsdauer und Fallbeschleuntgung. Da die Schwingfungs- 
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dauer der Quadratwurzel aus der FallbeachleuniguDg- umg^ekehrt pro- 
portional ist, 80 folgt, daß an Orten mit gröllerer Schwere ein gc- 
gebenea Pendel schneller schwingen muß. Ein Sekundenpendel ist in 
aller Strenge nur für den Ort, für weichen es regiiiiert ist und für 
alle Ort^ mit derselben Schwere ein Sekundenpendel. 

Als Richer vor etwa 250 Jahren von Paris nach Cayenne ging, 
um dort astronomische Beobachtungen zu machen, mußte er die Linse 
der mitgebiachteii Pendeluhr um einige Linien heraufschraubeo, und 
als er nach Paris zurückkehrte, mußte er sie um ebensoviel wieder 
berabschrauben. 

Richer ahnte nicht, daß hier ganz unbeabsichtigt die Veränder- 
lichkeit der Schwere auf der Erde zum ersten Male best^gt worden 
sei. Aber Newton und seine Anbänger beeilten sich sehr, diesen 
Schluß zu ziehen, der ihnen aus anderen Gründen hochwillkommen war. 

880. Pendel als Schwercmesser. Die Berechnung von g. aus der 
Fendelformel ergibt; 

Tausende von Pendelbeobachtungen an den verschiedensten 
Orten sind schon ausgeführt worden, um auf Orund dieser Formel 
die Intensität der Schwere an diesen Orten experimentell zu bestimmen. 
Wie man erwartet hatte, nimmt g* von den Polen nach dem Äquator 
hin und auch mit der größeren Höhe ab. Die entsprechende Formel 
lautet: 

g, =980,6 (1—0,00259 cos 2 o) — 0,00000000314 h)-^^. 
* * '{sec}* 

Hier bedeutet (p die geographische Breite und h die Höhe über 
Meeresspiegel in cm. Selbstverständlich ist es nur eine Durchschnitts- 
formel wegen der Unreg-elmäßigkeiten der Erdfigur. In sehr ge- 
birgig-en Gegenden kommt es sogar gelegentlich vor, daß g, zunimmt, 
wo es abnehmen sollte und umgekehrt. 

881. Abnahme der Schwere mit der Höhe. Der Faktor von h in der 
vorigen Formel ist nicht wie die anderen Koeffizienten durch Pendel- 
versuche, sondern durch reine Theorie gefunden und dann allerdings 
einige Male experimentell bestätigt worden. Man kann ihn folgender- 
maßen ableiten, wobei die Erde, was dieses Glied betrifft, wieder als 
Kuge! gelten darf. 

Die Fallbeschleunigung in irgendeinem Funkte auf oder über 
der Erde in Abstand r von ihrem Mittelpunkt ist [965]: 
_ k'm 
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Vermehrt man r um ein verbältaismäßig- kleinea ^r, so ergibt 
sich durch (logfaritfamische) Differentiation: . 
" " ■ ■ ■ Ag. ^ 2Ar - 

ff. r 

Setzt man hier Ar = h. und r^ Erdradius ^637 ■ lO'cnvso wird: 

also wie in [880] angegeben. 

882. Dte Fallenspannung. Wie sie berechnet werden muß, ist schon 

in [820] ausführlich gezeigt worden. Doch läßt sich die dortige Formel: 

XT ^ . mv* 
N ^ G cos ip -\ j — 

noch sehr vereinfachen, wenn man. für v seinen Wert aus [870] setzt. 
Hs folgt: 

N = G cos y -|- 2 m g, (cos tp — cos o) = Gcos (p-\- 2 G (cos ly, — cos a), 
oder: N ^ G {3 cos y — 2 cos a). 

Den Maximalwert N^ erreicht sie an der tiefsten Stelle, nämlich 
für f/' = 0: 

N, = G (3—2 cos a). 
Der Miiiimalwert tritt bei dem äußersten Ausschlag ein, nämlich 
für *p = o: 

Nj ^ G cos a. 

883. Für kleine Ausschläge wird cos o sehr nahe = 1 und man 
erhält entsprechend genau, wie in der Ruhelage: 

Nj = N, = G. 
Ist aber a groß, so werden die Schwankungen der Fadenspannung 
bedeutend. So ist z.B. fiir = 90": 

Nj = 3 G, N, = 0. 
Im tiefsten Punkt daher Fadenspannung = dreifaches Gewicht. 
Im höchsten Punkte gar keine Spannung. 

Setzt man aber gar: coso^lSO", so wird: 

Nj = 5G, N, = — G. 
Im tiefsten Punkt Fadenspannung = fünffaches Gewicht. Im 
höchsten Punkt der Gegensatz von Spannung, nämlich Druck^Ge- 
wicht. 

884. Diese Formeln setzen zwar ein mathematisches Pendel 
voraus; immerhin geben sie einen deutlichen Fingerzeig, wie die Be- 
anspruchung wächst, welche Aufhängungen erfahren, wenn der auf- 
gehängte Körper schwingt. 

Die Seile an einem Trapez müssen die dreifache Sicherheit haben, 
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wie sonst, da der Turner bis a ^ 90" schwing-ea kann. Die Reck- 
stang-e aber, ao welcher der Kieseiiscbwung gemacht werden soll, 
muß sogar die fünffache l^herheit haben. 

Und der Turner selbst muß die Reckstange mit größter Kraft 
festbalteo, weil seine Finger sonst durch das vierfache Übergewicht 
heruntergezogen werden und abgleiten. 

885. Das physisdie Pendel ist ein starrer, ' der Schwere unter- 
worfener Körper, den man zwingt, sich um eine wagerechte Achse 
zu drehen. Es wird also aus dem Aufhängepunkt O eine Aufhänge- 
achse oder Schneide, doch kann O wieder 
eingeführt werden als derjenige Punkt der 
Schneide, welcher sich mit dem Schwer- 
punkt S in derselben Vertikalebene be- 
findet. Diese vertritt die Schwingungs- 
.ebene. 

Das Pendel braucht durchaus nicht die 
übliche symmetrische Figur zu haben, es 
soll ein starrer Körper von beliebiger Ge- 
stalt sein. Wie schwingt es? 

Diese Frage ist von Huyghens richtig 
beantwortet worden. Es war das erste 
Beispiel für die Behandlung einer dyna- 
mischen Aufgabe, in welcher der bewegte 
Körper nicht als Punkt angesehen wurde. Fürwahr ein klassisches 
Beispiel! 

886. Die von ihm angewendete Methode stimmt im Grrunde mit 
dem Satz von der lebendigen Kraft überein. Es seien wie früher 
-|- a und — a die äußersten, g) ein beliebiger Ausschlag. Femer seien 
s der Abstand S O, M die Greaamtmasse, G =Mg, das Gewicht, also 
N == M ' 8 das statische Massenmoment und endlich T das Träg- 
heitsmoment in bezug auf die Schneide. 

Es arbeitet nur die Schwere, die man im Schwerpunkt S an- 
greifend denken kann. Ihre Arbeit ist vom höchsten Punkt an ge- 
rechnet [867]: 

A = G.h^M-g, li = N-g, {cos y — cos a). 
Die lebendige Kraft ist nach [644J: 

, „«» T/'dfljy , 




Fig. 18». 



N gt (cos <p — cos o) = 






oder: 
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'^ Ngr. 1^2 (cos y — cos o) 

887. Mao vergleiche mit [871]. Die Übereinstimmung* wird voll- 

T 
ständig, wenn 1 statt -^ gesetzt wird. Also: 

Das physische Pendel schwingt wie ein mathematisches Pendel 
von der Länge: 

, T T Tr^heitamoment 

N M.s Masseomoment 

1 ist die „reduzierte Pendellänge". Die Aufgabe ist für die Mechanik 
erledigt, denn für die Berechnung der beiden Momente ist im ge- 
gebenen Falle die reine Mathematik zuständig. 

888. Diese kurze Ableitung läQt nicht die gewaltigen Schwierig- 
keiten ahnen, welche Hnyghens einst zu überwinden gehabt hat. 
Man mnß sich aber klar machen, daß er sich erst Begriffe wie Träg- 
heitsmoment, Massenmoment, lebendige Kraft, Arbeit usw. bilden 
mußte, von den Worten selbst ganz zu schweigen. 

Doch es fehlten auch der Satz von der lebendigen Kraft und die 
iibr^en Formeln; kurz Huyghens mußte die Bausteine erst weit 
herholen, die wir jetzt so schön beisammen haben, wenn wir an eine 
Aufgabe der Mechanik herangehen. 

889. Der Schwlngungsmlttelpunkt. Trägt man I von O ans in der 
Richtung von s auf, so heißt der andere Endpunkt der Schwinguog«- 
mittelpunkt O' (Fig. 140). lo ihm und nicht in dem Schwerpunkt hat 
man sich also diesmal die Gresamtmasse vereinigt zu denken [518]. 

Der Schwingungsmittelpunkt hat, wie hier nur erwähnt werden 
mag, noch die Bedeutung als Stoßmittelpunkt, d. h. als derjenige Punkt, 
gegen welchen ein Stoß, ein Impuls zu richten ist, wenn das Pendel 
plötzlich in Bewegung gesetzt und an der Aufhängung von der Stoß- 
kraft nichts vernichtet werden soll 

890. Huyghens hat auch gezeigt, daß I>s ist, folglich der 
Schwerpunkt S zwischen Aufhängung O und Schwingungsmittelpunkt 
O' liegt Dies geht aus [547] hervor. Es wird: 

T _ Ms' + T„ _ T, 

Ms~ Ms ~ ^ Ms' 
Also in der Tat I>s. Nur wenn T„ verschwindet, wird l^s. 
Aber dann wird der Körper zum materiellen Punkt und das Pendel 
zum mathematischen ' Pendel. 
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891. Die. Strecke, um welche I gröfier ist ab a, hat die Läng«: 

, Tj_ 

*" Ma ■ O 

Man bemerke, daß in dieser Gleichung- s und a' ver- 
taoschbar und. denn durch Umkehrung- folgft: 

Ms'' 
Es üt daher sowohl: 



. .i. 

als auch: 



l = s + s' = s + ^ 



T 

I = s' + 8 = s' + ^. d.h.: ^. 

Schwingung-amittelpunkt und Aufhängepunkt sind miteinander 
vertauschbar. Bringt man in O' eine Schneide an und läßt ^^ ^q 
um (Ueae schwingen, so wird O der Schwingungsmittelpunkt. 

892. Das RevertlontpendsL Diesen Satz hat Kater zur Konstruktion 
des Reversionspeadels benutzt, das freiUch schon früher von Bohaen- 
berger erdacht worden war. Es erlaubt die reduzierte Pendellänge 
1 zu messen, statt sie na(^ der Formel: 

1 = ^ 
Ms 

zu berechnen, was oft unbequem, aber auch wegen kleiner Ab- 
weichungen von der vorausgesetzten Beschaffenheit des Pendelkörpers 
nicht genau genug ist. 

Man berechnet hierzu nur ungefähr zwei Stellen O und O', bringt 
an jeder eine etwas verstellbare Schneide an, läßt um die eine, dann 
um die andere schwingen und verstellt so lange, bis beide Schwingungs- 
zeiten völlig gleich geworden sind. Der Abstand der Schneiden ist 
dann die reduzierte Pendellänge I. 

893. Du wirkliche Psnilel. Das in [886] erklärte physische Pendel 
kommt zwar dem wirklichen Pendel erheblich näher als das mathe- 
matische, aber ist doch noch von ihm verschieden. Es findet Reibung 
an der Aufhängung und Luftwiderstand statt; die Schwingungen 
werden „gedampft". Durch den Druck der Schneide, der nach GröSe 
und Richtung wechselt, gerät auch die Aufhängevorrichtnng in Be- 
wegung. Sie „schwingt mit". Die Schneide ist keine vollkommen 
mathematische Linie, sondern eine scharf gekrümmte Fläche, die sich 
während des Schwingens auf der Auflage wälzt Das Pendel ist ntcot 
staiT, sondern elastisch fest usw. 
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len Schweremessung^n ausreicbeade Rücksicht. 



§ 37. Der Stoß. 

894. Der gerade und zentrale StoB, welcher hier allein behandelt 
wird, setzt voraiis, daß zwei Körper mit den Massen M und m, welche 
als materielle Punkte betrachtet werden, sich auf derselben Geraden 
beweg-en und zusammenstoßen. Wie findet man die Stoßgesetze? 

Folg'ende Bezeichnung'en seien eing^eführt: 

1} V und V sind die (absoluten) Geschwindigkeiten vor dem Stoß; 

2) y, ist die Geschwindigkeit ihres gemeinsamen Schwerpunktes 
vor dem Stoß; 

3) V und V sind die Geschwindigkeiten der beiden Körper re- 
lativ zum Schwerpunkt vor dem Stoß. 

All diese Geschwindigkeiten sind algebraisch zu verstehen, so daß 
z. B. in Fig. 141 V positiv und v negativ ist. 

895. Es würden V und v genügen. v„ V und v" sind von ihnen 
2^f■ abhängende Hilfsgrößen, die der 

1 , - ^ t + zweckmäßigen Ausdrucksweise 

V ^ der Stoßgesetze dienen. Zu- 

^- "*■ nächst ist nach 3): 

a) V' = V — V., v' = v~v^ 
Femer folgt aus [694]: 

b) ^ MV+mv - 
' • M + m 

und durch Einsetzen dieses Wertes: 

V — V ^ ., V — v 

M-|-m M-|-m 

Man sieht, daß V' ood V durch die Proportion: 

d) V':v' = m:— M 
oder durch die Gleichung: 

e) M V + m v' = 

aneinander geknüpft sind. Die gesamte Bewegungsgröße relativ zum 
Schwerpunkt verschwindet [595]. 

696. Die Geschwindigkeiten nach dem Stoß sollen von denen 
vor dem Stoß nur durch äinen unten angehängten Index 1 unter- 
schieden werden. Natürlich gelten dann entsprechende Gleichungen, also: 
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aj) V,' = Vj -f V,^, Vj' = V, — V,, 

~ M-f m 



b.) 



■=.' ^''=^Ttn7^' »■■--M^ 



V _ V V V 

l-rv-j *-, V' = — M-^-i-j i-, 

M-|-m ' M-|-m 

dl) V,':vi'=:in: — M. 

e,) MVi'-|-mv,' = 0. 

Diese VorbereituDgen waren zwar etwas sehr umständlich, aber, 
wie sich zeigen wird, durchaus am Platze. 

897. Das erste StoBgesetz. So lange, oder vielmehr so kurz der StoS 
dauert, drücken die Körper aufeinander und beide Stoßdrucke müssen 
nach dem Prinzip der Aktie und Reaktio einander entgegengesetzt 
gleich sein, also auch die Stoßimpulse oder Stoßkräfte. Mögen beide 
absolut groß oder klein sein, der Gesamtimpuls muß verschwinden. 

Folglich riiuß nach [598] auch die gesamte Bewegungsgröße vor 
dem Stoß so groß sein, wie nach dem Stoß. Es muß sein: 
MV + mv = MV,-|-mVj. 

Diese Gleichung drückt das erste Stoßgesetz aus. 

898 Ea kann leicht in andere Formen gebracht werden. Man 
dividiere z.B. durch M-j-m und blicke auf [895] uad [896], so folgt: 

Vt = '^;> 
d. h. die Geschwindigkeit des Schwerpunktes bleibt unverändert. 
Oder man schreibe auch so: 

M(V~V,) + m(v — vi)=0. 
oder als Proportion: 

V— Vj:v— v,=— m:M. 
Die Geschwindigkeitsänderungen durch den Stoß sind entgegen- 
gesetzt gerichtet und verhalten sich umgfekebrt wie die Massen. 

899. Das erste StoQgesetz genügt nicht, da . es nur eine 
Gleichung zwischen den beiden Unbekannten V^ und v^ darstellt. Es 
bleibt noch eine Unbestimmtheit übrig, die sich aber zweifach erheb- 
lich einschränken läßt 

Erstens: Die Geschwindigkeiten von M relativ zu m vor und nach 
dem Stoß können unmöglich dasselbe Vorzeichen haben, weil sonst 
die beiden Körper durcheinander hindurchgehen müßten. Daher: 
V — V und V, — v, haben entgegengesetzte Vorzeichen. (Höchstens 
könnte eine dieser beiden Differenzen verschwinden und zwar, wie 
sich zeigen wird, nur die zweite.) 

900. Zweitens:. Durch den Stoß geht immer ein Teil der ge- 
samten Bewegungsenergie verloren (welche sich in Wärme verwandelt). 
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Bezeichnet man sie also vor cnd nach dem Stoß mit L und L,, so 
muB sein: 

L>I^, oder: 
MV' + mv' ^ MV.'-fmv^' 
2 2' 

Diese Uoffleichung- läßt sich umformen. Nach [648] ist: 

L = ^pv.» + M — + m-^ 

(was man übrigens aucb aus [895] ableiten kÖDQte). Oder auch nach 
[896c]: 

L. M + m Mm 

' 2 '■+2(M + m)'^ "•' 

und ebenso: 

M + m . ■ Mm 

^- S ^•^ +2(M + m)<^' ''^^- 

901. Das erste Glied rechts bat io beiden Gleichung'en deoselbeo 
Wert, da v,;=T^sein muß (erstes Stoßgfesetz). DieUDgleichuog^: L>Lj 
ergibt daher: 

(V-v)*>CV,— V,)« oder [171]: | V — v|>|V, — v, |, 
d. h. die absolute Geschwindigkeit, mit der die Körper nach dem 
Stoß auseiaanderprallen, kann nur ein Bruchteil sein von derjeu^en 
absoluten Geschwindigkeit, mit der sie vor dem Stoß zusammengeprallt 
waren. Höchstens aber könnten beide einander gleich sein. 

902. Das zwslte StoBgesetz. Der StoBkoefflziBiit Hält man [dOl] und 
[899] zusammen, so folgt: Der Bruch: 

V,— V, 

V~v 

ist negativ und sein absoluter Wert X ist kleiner als 1. Man nennt A 

den (von dem Grade der Elastizität abhängenden) Stoßkoeffizienten. 

Es ist. daher: 

a) l>i>0. 
Nach Einführung von X ist also: 

b) i^ = _l; V,-V,=-i(V-V). 

Diese Gleichung ist das zweite Stoßgesetz. Es drückt aus, daß 
die Relativgeschwindigkeit der beiden Körper nach dem Stoß = dem 
Produkt aus dem StoBkoeffizienten und der Relativgeschwindigkeit 
vor dem Stoß ist, aber entgegengesetzte Richtung hat. 

903. Nach [896]c und [896]c wird nun auch: 

Vi'=: — iV, v,' = — Av' 
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und hieraus, da v,, = v, ist, nach [896]a 

V,=v, + V,'=:v. — iV und: 
V, = V, -|- Vj' = V, — X v* 
oder nach Einsetzen von v„ V und v' aus [896], wenn man zu- 
sammenzieht: 

(xr_ MV + ni[v(l+X)-VX] 
I *'i— M + m 

"j _ mv + M[V(l.f A) — vA] 
|^>— M-j-m 

904. Diese beiden Formeln lösen die gestellte StoBaufg-abe, denn 
sie ergeben die Geschwindigkeiten V, und v, der beiden Körper nach 
dem Zusammenstoß, allerdings mit der Einschränkung, daß man von X 
allgemein nur sagen kann: }. liegt zwischen und -|- 1. 

Also seien zunächst einmal diese beiden Grenzen selbst eingesetzt. 

905. Der vollkommen uiolastlsch« StoB. Es ist >. = 0, also auch: 

V,' = 0, v/ = 
,, MV + mv 

' ' M-[-m 

Die Körper verlieren ihre Relativgeschwindigkeitea zum Schwer- 
punkt oder gegeneinander und bewegen sich nach dem Stoß als eine 
Masse mit der unverändert gebliebenen Schwerpunktsgeschwindigkeit 
weiter fort 

Der Stoff, aus dem die Körper bestehen, muß unelastisch oder 
vielmehr sehr plastisch sein, wie Thon oder Lehm. Sie platten sich 
beim Zusammenprallen an der Berühruogsstelle ab und durch Druck 
und Gregendruck gleichen sich die Geschwindigkeiten aus. Und 
damit ist der Stoß zu Ende. Also nur Anprall, aber kein Rückprall. 

906. Zwei einfache Beispiele. Erstens: Es sei M^m, V = — v, 
so wird Vj ^ v^ ^ 0. Zwei Körper von gleicher Masse, die mit gleichen 
Geschwindigkeiten aufeinanderprallen, vernichten ihre Bewegimg voll- 
ständig. 

Es sei femer m sehr klein gegen M, (-j-j-fast = OI, Vir^O, so wird; 

V + -^v 
^ M 

V^ ^ Vj ^ — — ■ = (beinahe). 



1-I- — 



Eine Lehmkugel, gegen eine Platte geworfen, verhert ihre Be- 
wegung gänzlich. 
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907. Der StoNmpuls. Da die Körper ihre Relativgeschwindijfkeiten 
zum Schwerpunkt, nämliöh V und v', veriieren, so sind — MV und 
— mV oder nach [895]c 

Mm _, , , , Mm ,., . 

— TT-i (V — v) und + i-j— j (V — v) 

M-{-m ^ ' M-(-m ^ ' 

die eotifegfengfesetzt gleichen Änderungen ihrer Bewegungsgrößen. 

Sie messen nach [598] die Stärke des beiderseitigen Kraftantriebes 

oder hier des Impulses, der Stoßkraft, der Momentankraft [606], deren 

absoluter Wert daher ist: 

M+ m ^ 

908. Die Gewalt eines Stoßes hängt also von der relativen Ge- 
schwindigkeit + {V — v) ab, mit welcher die Körper zusammenstoßen. 
Ob sich aber im absoluten Sinne beide Körper bewegen, oder der 
eine Körper ruht und der andere auf ihn stößt, ist dabei ganz gleich- 
gültig. 

Es ist gleich furchtbar, ob zwei Eisenbahnzüge mit gleichen Ge- 
schwindigkeiten, etwa 10 , zusammenstoßen oder ob der eine Zug 

stillsteht und der andere mit doppelter Geschwindigkeit = 20 auf 

ihn auffährt 

909. Der StoBifrucIl und die StoBzeit. Der Impuls darf, wie schon in 
[606] erläutert worden ist, durchaus nicht mit dem Stoßdruck ver- 
wechselt werden. Dieser schwillt wahrend des Stoßes bis zu einem 
Maximum an, um ebenso rasch wieder zu verschwinden. Aber selbst 
sein mittlerer Wert Km kann nicht ohne Kenntnis der Stoßzeit t be- 
rechnet werden, da: 



Aber an der Stoßzeit, da liegt es! Durch Versuche läßt sie sich 
kaum ermitteln, denn dazu ist sie zu kurz, und theoretisch kann man 
sie nur durch schwierige Untersuchungen aus der Elastizitätslehre an- 
nähernd herleiten. Daß sie aber bei harten Körpern sehr kurz, also 
der Stoßdruck sehr groß sein muß, ist zweifellos. 

910. Der Energieverlust «furch den Stofl. Die lebendige Kraft war vor 
dem Stoß [900]: 

L==(M + m)^+M^-fm^. 

Nach dem Stoß ist sie, da v, bleibt und V und v' verioren gehen.: 
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L,=(M+m)^ 
folglich ist der Energieverlast: 

a) L-I, = M — + m~, 
oder, wenn man [896]c einsetzt und zusammenzieht: 

Die Form a), welche man dem Physiker Carnot zuschreibt, kenn- 
zeichnet den Verlust treffend als die ursprün gliche Energie der 
Relativbewegungen um den Schwerpunkt 

91t. Die StoBwSrme. Von Energieverlust kann selbstverständlich 
nur im engeren mechanischen Sinne die Rede sein [676], denn nach 
dem allgemeinen Satz von der Erhaltung der Energie muß er durch 
einen gleichgroßen Gewinn an nicht mechanischer Energie wieder 
ausgeglichen werden. 

Dieser Gewinn ist (zum gröSten Teil) enthalten in der durch den 
Stoß entwickelten Wärme, entsprechend dem mechanischen Wärme- 
äquivalent: 1 Kalorie = 425 mkg*. Es mögen z. B. zwei Körper von je 

1 kg Masse mit einer Relativgeschwindigkeit von 20 aufeinan- 
derstoßen. Dann ist der Energieverlust nach [910]b: 
L — L, = -j^ 20» = rund lOmkgV 
also die gewonnene Wärme: 

=w="'°'"i '^"'°"''- 

912. Der vollkommen elastische StoB. Es ist ^=1 und daher: 

Vi' = — V; v/ = — v' 

Vj ^ — V'-j-v„ v^ = — v'-j-Vfc oder auch; 

V, = 2v. — V, v^ = 2v, — V oder auch nach [903]: 

V _ MV+"i(gv — V) ^ _ mv + M(2V — V) 

' [ M-|-m '' M + m 

913. Beim Anprall gleichen sich zunächst die Geschwindigkeiten 
aus, wie l)eim unelastischen Stoß. Während aber für diesen der Stoß 
hiermit zu Ende ist, drücken jetzt die abgeplatteten Körper weiter 
aufeinander und prallen wieder zurück. 

Man nimmt bei vollkommener Elastizität an, daß in der so folgenden 
zweiten Hälfte des Stoßes der Stoßdruck zeitlich genau umgekehrt 
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verläuft wie in der eisten Hälfte. Die zuerst vernichteten Relativ- 
Sreschwindigkeiten zum Schwerpunkt müssen daher wieder erstehen, 
aber mit entgegengesetztem Vorzeichen. Es muß werden 
V,'=t— V, v,' = — v'. 

914. Es sei z. B. M^m, so wird sehr einfach: 

V,=v. v, = V. 

Die Körper tauschen ihre Geschwindigkeiten aus. Stoßen zwei 
Billardkugelo mit gleichen Geschwindigkeiten voll aufeinander, so 
prallen sie mit derselben Geschwindigkeit zurück. Stoßt die eine auf 
die andere, welche ruhte, so bleibt nun die erstere stehen, während 
die letztere mit der Geschwindigkeit der ersteren davonläuft. Wenn 
man gleiche Elfenbeinkugeln nebeneinander aufhängt, daS sie sich 
berühren und die erste, nachdem man ihr einen Ausschlag gegeben 
hat, auf die zweite fallen läßt, so erhält diese sofort die erlangte Ge- 
schwindigkeit, um sie aber gleich wieder an die dritte abzugeben. 
Diese gibt sie der vierten usw. bis zur letzten, welche bis zu einem 
Ausschlag von beinahe gleicher Große abspringt. 

Oder man setze m sehr klein gegen M, und V ^ 0, so wird sehr 
angenähert : 

Vj = V = 0, V, = - V, 
d. h. m prallt mit derselben Geschwindigkeit wieder zurück. Ein Ball 
gegen eine Mauer geworfen. 

915. Der StoMnipulS. Die Geschwindigkeitsänderungen sind im al- 
gebraischen Sinne — 2 V und — 2 v'. Also sind die Änderungen der 
Bewegungsgrößen und daher auch die beiderseitigen Impulse: 

— 2 M V und — 2 m v'. 
Sie sind entgegengesetzt gleich, wie es selbstverständlich sein 
mußte. Ihr absoluter gemeinsamer Wert ist: 
2Mn 

Er ist nach [907] doppelt so groß, wie beim unelastischen Stoß, 
wie ja leicht erklärlich ist, da beim Zusammenprallen und dem 
folgenden Auseinanderprallen je soviel Stoßkraft wirkt, wie bei dem 
unelastischen Stoß, der mit dem Zusammenprallen zu Ende ist. 

916. Kein Energieveriust. Die Gesamtenergie ist nach dem Stoß so 

groß, wie vor dem Stoß, da der erste Teil [900], nämlich — ^ v,', 

überhaupt keine Änderung erfahren kann, wahrend der zweite Teil 
wiederersteht, da die Relativgeschwindigkeiten in ihrer alten Gxößd 
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wiedererstehen, wenn auch mit entgegengfesetzten Richtung-en. Es 
iat L = Li. 

Zum Überfluß kann man auch die Endwerte von V^ und v^ [912] 
in Li einsetzen und umformen. Man wird dann in der Tat finden, daß: 
V * V * V* V* 

9t7. Der wIrkllclM StoB zerfällt auch in zwei Teile, den Anprall und 
den Zurückprall, aber der letztere geschieht wegen der unvollkommenes 
Elastizität nicht mit derselben Kraft wie der erstere, so daß die 
Körper mit einer kleineren relativen Geschwindigkeit zurückprallen, als 
sie zusammengeprallt waren, wie die Formeln [903] anzeigen. 

918. Man setze z. B. wieder : m sehr klein gegen M, und V = 0. 
Es wird sehr angenähert: 

Vi=V=:0, v, = -iv 
Derkleine Körper prallt zwar zurück,abermitgerin gerer (jeschwindigkeit 

Es sei M eine auf der Erde liegende wagerechte Platte, auf welche 
m von der Höhe h aus fallen gelassen wird. Dann ist nach [843]: 

v= ^2g.h, 
m erreicht also wieder die Höhe: 

h,=^ = X'~, d.h. die Höhe: 
• 2g 2g 

hi=i*h. 

Für i ^ wird h, := 0, m bleibt liegen. Für ^ = 1 wird h^ = h, 
m prallt zur ursprünglichen Höhe zurück. Ist aber X ein beUebiger 
echter Bruch, wie es wirklich ist, so prallt m auch zurück, aber zu 
einer geringeren Höhe. 

So hat man ein Mittel, den Stoßkoeffizienten X experimentell zu 
bestimmen, oder auch, wenn man will, eine neue Deiinition desselben. 

9t9. Geschichtlich ist nachzutragen, daß zwar Galilei sich schon 
eingehend mit den mechanischen Vorgängen beim Schlag oder Stoß 
befaßt hat [605], daß aber Wren, Huyghens und Wallis als die 
eigentlichen Begründer der Lehre vom Stoß genannt werden müssen. 
Denn die beiden ersten haben (1668) die Lehre vom vollkommen 
elastischen Stoß erschöpfend dargestellt, während Wallis gleichzeitig 
die Gesetze des unelastischen Stoßes gefunden hat. 

920. Die Lehre vom Stoß so zu behandeln, wie es hier geschehen 
ist und wie es auch bei dem schiefen Stoß geschehen könnte, erfordert 
heute nur die Kenntnis der elementarsten Grundgesetze der Mechanik. 
Da.s soll aber nicht heißen, die Leistungen der genannten bahn- 
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brechenden Forscher seien gering g-ewesen, denn was jetzt ,auf der 
Hand" liegt, war damals tief vergraben; sondern es soll darauf hra- 
deuten, daß es Fragen über den Stoß gibt, welche ausa^fleßlich in 
das Gebiet der höheren Mechanik gehören. Wie Sich der Stoli ab- 
spielt, wenn man seine kurze Dauer gleichwohl in unendlich viele 
Zeitdifferentiale dt zerlegt, nach welchem Gesetz sich der Stoßdruck 
ändert, wie stark die Deformationen sind usw., auf solche Fragen darf 
man die Antwort nicht in einem elementaren Buch suchen [909]. 



§ 38. Kräfte am starren Körper. 

921. Die Dyname. Dieser Paragraph enthält die von Poinsot aus- 
gebildete Lehre von den Kraftsystemen, bestehend aus behebigen 
Kräften, welche in beliebigen Punkten und beliebigen Richtungen an 
einem starren Körper wirken. Budde nennt ein solches Kraftsystem 
eine Dyoame. 

Es kommt darauf an, zu erkennen, wie es sich verwandeln und 
mÖghchst vereinfachen läßt. Man kann daher die Poinsot 'sehe 
Theorie sehr wohl als eine Verallgemeioerung des Satzes vom Paral- 
lelogramm der Kräfte ansehen, denn hier handelte es sich ja auch um 
ein Kraftsystem, aber um eins, dessen Kräfte an einem materiellen 
Punkt angreifen. 

Vorweg sei wiederholt, daß einstweilen jeder Punkt im Räume, 
selbst wenn er außerhalb des starren Körpers liegt, doch starr mit 
ihm verbunden gedacht werden könne. Einwendungen wie , daß 
eine aufgefundene Kraft ganz außerhalb des Körpers wirken müßte, 
sollen hier also nicht gelten [376]. 

922. Die Zerlegung einer Dyname nach Koordinatenachsen. Die ge- 
gebenen Kräfte K,, K, . . . mögen an den Punkten P, (XjYjZj), P, 
(x, y^ Zj) . . . angreifen. Man zerlege K^ in die Komponenten X,, Y,, Zj 
iC, in Xj, Yj, Zj . . . und bilde nach [245] für jede Kraft die' 
Drehuogsmomente um die Koordinatenachsen, also: 

M., = y, Zj — z^ Y^, M^i = z^ X^ — X, Z,, M,, = x, Y( ~ yj X, 
M., = y, Z, — z, Yj, M„ = Zj Xj — Xj Zj. M^ = x, Y, — y, X, 

923. Nachdem dies geschehen, addiere man entsprechende Kom- 
ponenten und Momente und bilde so die sechs Summen: 

Di3nz.<J,>L.ÜO'^lC 



I = rx 


=x,+x,+... 


U = JY 


= Y, +Y, +... 


ni = ^z 


= Z, +Z, +,.. 


IV = JM, 


= M,, + M^ + ... 


V = IM, 


= M„ + M„ + ... 


VI=JM. 


= M^ + M^ + ... 



Die inneren elastischen Kräfte fallen aus [581] und [610]. Liegen 
a)l« Kräfte von vornherein in der xy-Ebene, so verschwinden III, IV, 
V von selbst; es bleiben nur: 

I = ZX, n = JY, VI=rM^^(yZ — zY). 

Die üntersuchwag; wird also wesentlicti vereinfacht. 

924. Die sechs Bedfnffiiaßn des Glelchsewlchtes. War der Körper in 
anfäng-iicher Ruhe und soll er auch durch das Kraftsystem nicht be- 
wegt werden, so müssen die secNs Summen I bis VI verschwinden. 
Denn sonst würde nach [575] der Schwerpunkt eine Beschleunigung 
erhalten oder nach [613] F^äcbenbeschleunigung entstehen. Beides 
ist unmöglich, wenn der Körper in Ruhe verharrt 

Umgekehrt, wenn I bis VI verschwinden, so heben sich die Kräfte 
des Kraftsystems gegenseitig auf und der Körper bleibt in Ruhe, 
weil weder Verschiebungen noch Drehungen entstehen Icönnen. 

Es gibt also für Kräfte, welche an einem starren Körper wirken, 
sechs Bedingungen des Gleichgewichts: 

i-X =0, lY =0, i-Z =0 
.TM. = 0, iMj = 0, i'M. = 0. 
Sie sind zuerst von Euler erkannt worden. In dem Sonderfall 
[923) bleiben drei Bedingungen übrig: 

IX = 0, 2-Y^O, .rM = 0. 

925. Äquivalente Dynamen. Allgemein läßt sich über die sechs 
Summen I bis VI sagen: Sie bestimmen die Wirkung des Kraft- 
systems. Denn sie sind (§ 34) maßgebend für die virtuellen Verschie- 
bungen in den Richtungen der Achsen und für die virtuellen Drehungen 
um sie. Und da nach [394] die allgemeinste virtuelle Verrückung 
des Körpers aus diesen drei Verschiebungen und drei Drehungen zu- 
sammensetzbar ist, so sind die sechs Summen überhaupt maßgebend. 

Also: Zwei Kraftsysteme können einander vollständig ersetzen, 
wenn die sechs Summen I bis VI in dem einen und in dem anderen 
System übereinstimmen. 

Es kommt nur auf diese sechs Summen an und nicht auf die 
einzelnen Posten in jeder Summe. Ob z. B. das eine Kraftsystem 
wenig, das andere viel Kräfte umfaßt, oder ob die Angriffspunkte 
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in beiden Systemen die gleichen sind oder nicht, ist hierfür ganz 
gleichg-ültig. Entscheidend sind allein die sechs Summen. 

926. Das ParalleloDra'n'n der Kräfte am starren Kfirper. Kräfte, die an 
demselben Punkt eines starren Körpers angreifen, könnea durch 
ihre Resultante nach dem Satz vom Parallelogramm ersetzt werden. 
Vgl. [224]. 

An sich wäre es kaum nötig, dies noch besonders zu erwähnen; 
es ist nur geschehen, um dieser Folgerung jetzt sofort eine zweite 
an die Seite zu stellen, welche für den starren Körper neu hinzutritt, 

927. Das Varlgnon'sche Prinzip. Eine an einem starren Körper 
wirkende Kraft darf in ihrer eigenen Linie beliebig verschoben 
werden. Denn bei einer solchen Verschiebung bleiben sowohl ihreKom- 
ponenten [193] als auch ihre Momente [217] um die Achsen unverändert. 

Varignon hat diesen .Satz zuerst in die Mechanik eingeführt, 
aber als ein selbstverständliches Axiom. Es ist offenbar gleichgültig, 
ob die Lokomotive den Eisenbahnzug von vorn zieht oder von hinten 
schiebt. 

928. Stellt man umgekehrt den Parallelogrammsatz und das 
Varignon'sche Prinzip an die Spitze, so kann die Lehre vom all- 
gemeinen Kraftsystem oder der Dyname in all er einfachster Weise 
aufgebaut werden, wie es Poinsot so meisterhaft getan hat 

So erst wird diese Lehre wahrhaft elementar. 

929. Gleichgewicht zweier Kräfte am starren Körper. Zunächst folgt 
aus ihnen sofort: Zwei gleichstarke und entgegengesetzt gerichtete 

Kräfte K' und K,, welche in der- 



JTf X K' selben Kraftlinie wirken, heben ein- 

' * ' ' ander auf. Denn greifen sie an 

Fig. 142. demselben Punkte an, so versteht 

sich das von selbst; anderenfalls 
verschiebe man sie in der Kraftlinie, bis sie an demselben Punkt an- 
greifen. 

Es ist klar, daß aus diesem Satz rückwärts das Varignon'sche 
Prinzip folgt. Er ist gleichsam das Varignon'sche Prinzip in seiner 
zweiten Form. 

930- Die drei elementaren Umformungen eines Kraftsystems sind: 

A. Erste Umformung: Man setze Kräfte, welche an demselben 
Punkt angreifen, zusammen oder zerlege umgekehrt eine Kraft 
in Komponenten mit demselben Angriffspunkt. 

B. Zweite Umformung: Man verschiebe eine Kraft in ihrer eigenen 
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Kraftlinie beliebig* nach der einen oder nach der entgegfen- 
gesetzten Richtung". 
C. Dritte Umformung: Man lasse zwei Kräfte fort, die gleich 
groß und entgegengesetzt gerichtet sind, wenn sie in derselben 
Geraden liegen. Oder man füge umgekehrt zwei solche Kräfte hinzu. 
Sie folgen so offenbar aus dem Parallelogrammsatz und dem 
Satz von Varignon, daß jedes Wort zum Beweise überflüssig ist. 

931. Das Kraftsystem bestehe zunächst nur aus zwei Kräften. Es 
können dann drei Fälle eintreten: 

1. Die Kraftlinien schneiden sich (gehörig verlängert) ; 

2. die Kraftlinien sind parallel ; 

3. die Kraftlinien sind windschief, kreuzen sich. 

Der erste Fall ist sofort erledigt. Man verschiebe (nach B) die 
Angriffspunkte beider Kräfte in den Schnittpunkt und wende A an. 
Also sind beide Kräfte zusammen einer einzigen Kraft äquivalent. 

932. Parallele Krafülnfen. Der zweite Fall paralleler Kräfte K, und K, 
Fig. 143 kann auf den ersten Fall zurückgeführt werden, in dem man 
(nach C) zwei entgegengesetzt gleiche Kräfte p^ und p^ hinzufügt, 
deren gemeinsame Linie die beiden Parallelen schneidet und dann 
K^ mit pj zu K^', sowie Kj und p^ zu Kj' zusammensetzt. Dann sind 
K,' und Kj' zwei Kräfte, deren Kraftlinien sich in Q schneiden. Sie 
ergeben also eine Resultante K. 

Dabei ist es ganz gleichgültig, ob K^ und K, gleiche oder ent- 
gegengesetzte Richtung hatten. Nur müssen im letzteren Falle Kj 
und K, verschieden groß sein [936]. 

933. Qlelch gerichtete Kräfte. Statt K/ und K^' nach Q zu ver- 
schieben, kann man auch die 

Parallelogramme, derenÜiago- 
naien sie sind, verschieben. 
Dann heben sich die nach Q 
verschobenen pj und p^ wieder 
auf und es folgt: 

K=K, -I-Kj. 

Die Resultante zweier 
paralleler gleichgerichteter 
Kräfte ist zu ihnen parallel 
und so groß wie beide zu- 
sammen. Fig. 143. 

Zur Bestimmung ihrer 
Kraftlinie denke man sich den Angriffspunkt Q wieder auf die Ver- 
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biudungslinie Pj Pj nach P verlegt. Dann folgt aus der Ähnlichkeit 
der Dreiecke: 

l,:Pi=QP:K„ oder lj.K,=QP.pj 

l,:p, = QP:K„ oder lj-K, = QP.p„ 
also, da pi =pj ist: 

li K, - 1, K, oder 1, : Ij = K, : K, 
oder auch, weon statt 1, und i, die senkrechten Abstände h^ und h, 
genommen werden, die in demselben Verhältnis stehen: 

h, :hj = Kj:Ki. 
d. h. die Resultante teilt den Abstand der beiden Kräfte in ihrem 
umgekehrten Verhältnis. 

934. Das archimedische HebelgesetL Der Schwerpunkt Man sehe P^ P, 
als in P drehbaren (zweiarmigen) Hebel an und, Kj, K, etwa als Ge- 
\vicbte. Dann wird K durch die Zwangskraft vernichtet, d. h. K, und 
Kj halten sich das Gleichgewicht. Das archimedische Hebelgesetz 
ist wieder gefunden in seiner ursprünglichsten Gestalt. 

Oder es sei^n P, und P, zwei starr verbundene materielle Punkte 
mit den Massen mj und m,, also den Gewichten : K, = m, g,, Kj = m, g,. 
Dann wird: 

l,:]j = K,:K, = m,:mj, 
d, h. P ist der Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt von Pj und P, [519]. 

Indem man von zwei auf beliebig viele Massenpunkte übergeht, 
erhält man den archimedischen Schwerpuaktsatz: 

Die Schwerkräfte oder Gewichte der Teile eines starreu Körpers 
haben eine Resultante. Sie ist gleich dem Gesamtgewicht und geht 
immer, wie man auch den Körper dreht oder verschiebt, durch den- 
.sclben Punkt, den Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt, 

935. Entgegengesetzt gerichtete Kräfte. Es sei K, ^ K,. Die Kon- 
struktion in [932] ergibt: 

K = K, — K, 
Die Resultante ist gleich dem Unterschied der beiden Kräfte und ' 
hat die Richtung der größeren. 
Sie verläuft nicht zwischen 
4 I ihnen, sondern außerhalb, jenseits 

Ay / der größeren. Die Proportion: 

I ^' l J^ I, : I, = K, : K, 

P ^ lg yJSi bleibt aber bestehen. Sieht man 

' z. B. P als Stützpunkt einer Stange 

'"■ PP,Pj an, an welcher Kj und K, 

angreifen, so entsteht das Gesetz von dem sog. einarmigen Hebel. 
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936. Das Polnsot'sche Ki^ftepaar. Sind aber K^ und K, einander 
gfleich und entg^egengresetzt gerichtet, so nutzt die Konstcuktioa in 
[9321 ff^r nichts, da dann auch K,' 

und K,' einander gfleich und entgegen- 
gesetzt gerichtet werden. Fig. 145. 
Ein Kräftepaar ist und bleibt ein 
Klräftepaar und wird nie zu einer Ein- 
zelkraft. Aber auch sein Moment [225] 
bleibt dasselbe, da das Parallelogramm 
mit K, und K, als Seiten denselben 
Flächeninhalt hat, wie das Parallelo- 
gramm mit Kj' und K,' als Seiten. 
Auch die Drehungssinne stimmen 
überein. 

937. Umgekehrt: Haben zwei in derselben Ebene liegende Kräfte- 
paare (Kj, K,) und (K^' K^') gleiche Momente und gleichen Drehungs- 
sinn, so läßt sich das eine in das andere durch die Umformungen 
A, B, C [930] verwandein. 

Beweis: Es seien K^ und K, nicht parallel zu K^' und K,'. Man 
verschiebe K, und K,', bis sie von demselben Punkte Pj ausgehen 
und verfahre entsprechend mit Kj und Kj'. Da Parallelogramm 
K, K, und K,' K,' inhaltsgleich sind, so ist auch A Pi P» R, = A Pj P. Q,. 
also Q, R, (und ebenso QiR,) ji Pi Pi- Es entsteht wieder Fig. 145. 

Sind aber die Kraftlinien von (K, K,) und (K^'K,') parallel, so 
halte man sich an ein drittes Kräftepaar von gleichem Moment mit 
anders gerichteten Seiten, verwandle das erste in das dritte und dann 
das dritte in das zweite. 

938. Zwei Kräftepaare mit gleichem Moment und gleichem 
Drehungssinn können auch dann durch A,B und C ineinander verwandelt 
werden, wenn sie nicht in derselben, sondern in parallelen Ebenen E 
und E' liegen. 

Beweis (Figur fehlt). Man mache die beiden Kräftepaare zunächst 
kongruent und gleich gerichtet [937] und lege durch K^' und K, sowie 
durch Kj und K,' je eine Ebene. Ihre Schnittlinie 1 ist parallel zu 
den Kräften und liegt in der Mittelebene von E und E'. 

Man nehme in I zwei sich aufhebende Kräfte Lj und L, an, jede 
= 2 K, = 2 K, = 2 K/ = 2 K,'. und zwar L, gerichtet wie K, und K,'. 
L, wie Kj und K,'. Dann ist nach [935] Kj' die Resultante von K, 
und Lj, K,' die Resultante von Kj und Lj. 
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939. Umwandlungen eines Kräftepaares. 

1) Beliebig^e Verschiebung in seiner Ebene. 

2) Beliebige Drehung in seiner Ebene. 

3) Beliebige Vergrößerung oder Verkleinerung der Kräfte, wenn 
ihr Abstand im umgekehrten Verhältnis verkleinert oder vergrößert wird, 

4} Verschiebung in eine beliebige parallele Ebene. 

j' Man kann dies vorzüglich am Rad an 

I ^* der Welle erläutern. Ob man mit beiden 

j Händen, mit gleichen Kräften K, und K, 

zu drehen sucht oder nur mit einer 
Hand in der doppelten Entfernung eine 
Kraft Kj'^Kj=Kg ausüben würde, ist 
offenbar gleichgültig. Da man nun im 
letzteren Falle DOch eine Kraft Kj' hin- 
zudenken kann (welche durch dieZwangs- 
/[''y kraft vernichtet würde), so ist 1 bestätigt. 
Ferner: Es ist offenbar einerlei, ob 
man K, und K,, oder K/' und K," 
nimmt. Es ist 2 bestätigt. Drittens: 
Man braucht offenbar weniger Kraft, 
wenn das Rad größer ist. fis ist 3 be- 
stätigt Viertens: Wenn an der Welle 
zwei gleiche Räder sitzen, so kommt es 
nicht darauf an, ob man an dem einen 
oder an dem anderen Rad zu drehen sucht. Es ist 4 bestätigt. 

940. Der Hell eines KrSftepaares. Ein Kräftepaar ist im geome- 
trischen Sinne nichts anderes als ein Streckenpaar [22S]. Das Moment 
des Kräftepaares kann also ersetzt werden durch eine Monientenstrecke, 
durch einen Pfeil, dessen Länge der Größe und dessen Richtung dem 
Drehungssinn des Streckenpaares entspricht [212]. 

Man kann sich dann auch so ausdrücken: Zwei Kräftepaare sind 
äquivalent, wenn ihre Momente gleich lang und gleich gerichtet sind- 

941. Zwei windschiefe Kräfte werden wieder windschief, man 
mag die Konstruktion [932] so oft anwenden wie man wolle. Nie ist 
es möglich, sie in dieselbe Ebene zu bringen, d. h. sie entweder in 
eine Einzelkraft oder in ein Kräftepaar zu verwandeln. 

Wohl aber sind zwei windschiefe Kräfte {und überhaupt jedes 
Kraftsystem [947]) einer Einzelkraft und einem Kräftepaar zusammen 
äquivalent. 




Flg. 146. 
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942. Zusammensetzung von Kriftepsaren. Geg-eben seien zwei Kräfte- 
paare. Man stelle jedes durch zwei Kräfte mit dem Abstände 1 dar 
und richte es so ein (was nach [939] stets möglich ist), daß diese 
Abstände zusammenfallen. Dann addieren sich die Kräfte, also auch 
ihre Pfeile g-eometrisch. Das Erg^ebnis ist wieder ein Kräftepaar. 

Kräftepaare werden also zusammengesetzt, indem man ihre Pfeile 
zusammensetzt, die dabei [939] beliebig verschoben werden dürfen. 

943. KrSftepaar und EInzellirafL Liegt eine Einzelkraft K in der 
Ebene eines Kräftepaares Kj, K, oder ist sie zu der Ebene parallel, 
d. h. steht K auf dem Momentenpfeil des Kräftepaares senkrecht, so 
entsteht durch Zusammensetzung eine andere Einzelkraft K', welche 
mit K der Größe und Richtung nach übereinstimmt, aber in einer 
parallelen Geraden liegt. 

Beweis: Nach [939] kann man das Kräftepaar so umformen, daß 
Kl entgegengesetzt gleich zu K und mit K in derselben Geraden 
liegt. Sie heben sich dann auf und es bleibt Kj. 

Umgekehrt kann jede Einzelkraft K zerlegt werden in irgend- 
eine parallele und gleich große Einzelkraft K^ und in ein Kräftepaar. 
Man füge zu Kj die Gegenkraft Kj in derselben Geraden hinzu, so ist 
K äquivalent zu K, K,, K,, d.h. zu Kj und dem Kräftepaar (KK,). 

944. Die Polnsot'sche Zentralachse. Bildet die Einzelkraft K mit dem 
Momentenpfeil keinen rechten, sondern einen beliebigen Winkel, so 
zerlege man den Pfeil M in zwei Pfeile, einen M, senkrecht zur Einzel- 
kraft und einen Mj parallel zu ihr. K und Mj kann man dann, wie 
eben gezeigt, zu einer parallelen Einzelkraft zusammensetzen. 

Aber diese Resultante und das übrig bleibende Moment M, lassen 
sich nicht mehr zu einer Einzelkraft vereinigen. Es bleibt also eine 
Einzelkraft nud ein Kräftepaar, dessen Pfeil parallel zu ihr ist, al-j in 
der Linie der Einzelkraft genommen werden darf (Fig. 148). Die so 
gefundene Gerade, in welcher zugleich die Ein;!elkraft und der Pfeil 
des Kräftepaares liegen, heißt die Zentralachse. 

945. Legt man jedoch Wert darauf, daß die Einzelkraft durch 
einen gegebenen Punkt P des Raumes gehe, so wende man die Um- 
kehrung in [943] an, indem man durch P die Parallele zur Einzel- 
kraft zieht und setze das neu auftretende Kräftepaar mit dem ge- 
gebenen Kräftepaar zu einem resultierenden Kräftepaar zusammen; 
dann bildet der Pfeil des letzteren mit der nunmehr durch P gehenden 
Einzelkraft im allgemeinen einen beliebigen, nur keinen rechten 
Winkel. Der Schwerpunktssätze wegen nimmt man für P in der 
Regel den Schwerpunkt, 
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Fig. 147, 



946. Zwei windschiefe Kräfte sind einer Einzelkraft und einem Kräfte- 
paar äquivalent. 

Beweis: Es seien Kj und K, die beiden Kräfte. Ersetze nach 
[943] K, durch eine parallele Kraft K,', welche 
Kj schneidet und ein Kräftepaar. K, und 
Kj', haben dann eine neue Einzelkraft als Re- 
sultante. (Figur fehlt.) 

Durch die umgekehrte Konstruktion Fig. 147 
kann eine Einzelkraft K und ein Kräitepaar 
(Kj, Kjj in zwei windschiefe Kräfte verwandelt 
werden, wenn man die Kraftlinie der einen 
KraftK, des Kräftepaares mit der Kraftlinie der 
Einzelkraft zum Schnitt bringt, was nach [939] 

sogar auf unendlich viele Weisen (vgl. [941]) möglich ist Kj und K 

geben K'. Bleibt also K' und Kj. 

947. Vereinfachung eines beliebigen Kraftsystems. Der Satz [946] über 
zwei windschiefe Kräfte kann auf ein beliebiges Kraftsystem erweitert 
werden, wie folgt: Man nehme irgendeinen Punkt P und verwandle 
jede Kraft des Kraftsystems nach (943| in eine parallele gleich große, 
aber durch P gehende Kraft und in ein Kräftepaar. Dann vereinige 
man alle diese nach P verlegten Kräfte zu der durch P gehenden 
Resultante K und alle Kräftepaare nach [942] zu einem resultierenden 
Kräftepaar M. Daher: 

Jedes Kraftsystem ist äquivalent einer Einzelkraft K und einem 
Kräftepaar M. 

Es sei ausdrücklich betont, daß man imstande ist, die Einzelkraft 
K durch jeden Punkt P des Raumes gehen zu lassen, wenn man 
auch in der Regel den Schwer- 
punkt nimmt [945]. 

948. Die Zentralachse eines 
Kraftsystems. Damit ist nach 
[944] der Hauptsatz Poinsot's 
' bewiesen, welcher lautet: 

Ein jedes Kraftsystem, aus 
wieviel Kräften es auch be- 
stehen mag, hat eine Zentral- 
acbse. Es ist äquivalent zu 
einer in der Zentralachse 
liegenden Einzelkraft K und zu einem Kräftepaar (K,, K,),, dessen 
Pfeil M ebenfalls in der Zentralachse liegt, 
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Die Kraft und das Kräftepaar sind zusammen drei Kräfte. 
Wendet man nun noch [946] an, so ergibt sich sogar, daß jedes 
Kraftsystem, und noch dazu auf unendlich viele Weisen, in nur zwei 
windschiefe Kräfte verwandelt werden kann, die gfenau dieselbe 
Wirkung haben. 

949. Nimmt man in [947] statt P den Koordinatenanfangspunkt O 
und beachtet, daß eine Parallel Verschiebung an den Projektionen 
nichts ändert, so folgt, daß K als Resultante der nach O verschobenen 
Kräfte die Komponenten haben muß: 

I = x, + x, + ... = i:x 

11= Y, + Y,+... = iY 
IU=Z, +Z,+... = JZ. 
Die Momente der ursprünglich gegebenen (also noch nicht nach 

verschobenen} Kräfte in bezug auf O sind nach [226] identisch mit 
den in [947] genannten Kräftepaaren mit der Resultante M. Letztere 
hat daher die Komponenten : 

IV = M^+M^ + ... = rMx 
V = Mj, -j- M,, -j- . . , = i- M, 
VI = M,| + M^ + . . . = r M.. 

950. So führt die geometrische Theorie Poinsot's nach Ein- 
führung eines Koordinatensystems wieder auf die sechs Summen 

1 bis VI zurück, welche in diesem Paragraphen den Ausgangspunkt 
gebildet hatten. 

Also ein zweiter Beweis, daß nur diese sechs Summen für die 
Wirkung eines Kraftsystems in Betracht kommen, daß es aber ganz 
gleichgültig ist, aus welchen Einzelkräften diese Summen her- 
genommen sind [926]. 

951. Grenzfälle des Krattsystems. Stehen die gefundenen K und M 
senkrecht aufeinander, so können sie nach [943] zu einer Einzelkraft 
zusammengesetzt werden. Das Kraftsystem ist dann einer einzigen 
Kraft äquivalent. Die analytische Bedingung ist: 

ixiv+uxv+nixvi=o. 

Verschwindet dagegen K, d. h. verschwinden die drei Summen 
I, II, m, so bleibt überhaupt nur ein Kräftepaar übrig. Die Lage 
der Zentralachse wird unbestimmt, nur ihre Richtung läßt sich fest- 
stellen als die Richtung des Momentenpfeiles M. 

952. Wenn man den Inhalt dieses Paragraphen mit dem Inhalt des 
§18 zusammenhält, der rein phoronomisch von der Bewegungeines starren 
Körpers handelte, so tritt mit voller Deutlichkeit eine strenge Polarität 
hervor. Die Einzelkräfte entsprechen nämlich den Drehungen und 
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die Kräftepaare den Verschiebungen, obgleich man bei einer Einzel- 
kraft nicht an eine Drehung, sondern an eine Verschiebung und 
bei einem Kräftepaar nicht an eine Verschiebung, sondern an eine 
Drehung zu denken pflegt. 

Poinsot, Möbius, Graßmann, Ball und andere sind dieser 
Polarität weiter nachgegangen. Es handelt sich dabei aber vorzug-s- 
weise um rein geometrische Theorien. 

953, Hat man ein Kraftsystem auf die sechs Summen I bis \T 
gebracht, dann geben die Schwerpunktssätze die Flächensätze und 
wenn ein Potential da ist, der Satz von der lebendigen Kraft Mittel 
an die Hand, ausreichend viele Differentialgleichungen der Bewegung 
zu bilden. Drei von ihnen sind [675]: 

T d*x, d*y, d*z, 

wo m die Gesamtmasse des Systems und x„ y„ z, die Koordinaten 

des Schwerpunktes bedeuten. 

Die Bestimmung der Schwerpunktsbewegung macht aber nur 
einen Teil der Aufgabe aus. Es fehlen noch Differentialgleichungen, 
die sich auf die Drehungen (um den Schwerpunkt) beziehen. Wieder 
war es Euler, der sie zuerst aufgestellt hat, in einer Form, welche 
seitdem bei fast allen Rotationspro blenien angewendet worden ist. 

Diese Theorien gehören aber durchaus zur höheren Mechanik. 



§ 39. Die allgemeine Schwere. 

954. Die Kepler'schen Gesetze, Als man erkannt hatte, daß die 
Gestirne Körper seien, Weltkörper gleich der Erde, war auch der 
Begriff einer möglichen Mechanik des Himmels entstanden. Zu seiner 
Verwirklichung aber bedurfte er rein empirischer, aus astronomischen 
Beobachtungen und Messungen her\'orgegangener Unterlagen. 

Sie sind von Kepler geschaffen worden, dessen Gesetze lauten: 

Erstes Gesetz: Die Bahnen der Pl.ineten sind Ellipsen, in deren 
einem Brennpunkt die Sonne steht. 

Zweites Gesetz: Die vom Radiusvektor nach der Sonne in gleichen 
Zeiten beschriebenen Flächen sind einander gleich. 

Drittes Gesetz: Die Quadrate der Unilaufszeiten verhalten sich 
wie die dritten Potenzen der großen Achsen ihrer Bahnen. 

Da sie rein phorooomisch sind, so war die astronomische Mechanik 
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g-leich 2u Anfang: vor die Aufgabe greatellt, aus g-egebenen Bewegungen 
gfemäß den ntecbanischen Grundgesetzen rückwärts die Massen und 
K.räfte zu bestimmen. 

955. Das zweite KepleKsche Qesetz und die Beschleunigung. Der Weg 

zur Lösung führt nach der Grundgleichung über die Beschleunigung, 
von der aber in den Kepler'schen Gesetzen an sich nichts, rein 
nichts steht. Es muß vielmehr alles über sie erst durch mathematische 
Analyse entwickelt werden. 

Hierzu bietet das zweite Gesetz nach [373] sofort Gelegenheit, 
denn es sagt, nur mit anderen Worten, daß die Flächengeschwindig- 
keit unveränderlich bleibt. Also verschwindet die Flächenbeschleunigung, 
also auch das Moment der Bahnbeschleunigung g, die daher entweder 
nach der Sonne hin oder von ihr fort gerichtet ist. Letzteres ist 
wegen der zur Sonne konkaven Gestalt der Bahn nicht möglich. 
Daher: 

Die Beschleunigung eines Planeten in seiner Bahn ist nach der 
Sonne hin gerichtet. 

956. Das erste Kepier'sche Gesetz und die Beschleunigung. Nicht so 
leicht wie die Richtung ergibt sich die Größe der Beschleunigung, 
die sich ohne Fach- 
kenntnisse aus der 
Geometrie und Dif- 
ferentialrechnung 

überhaupt nicht er- 
mitteln läßt. Doch 
kann man trotzdem 
auf elementare Weise 
hier so viel erreichen, 
daß man erkennt: Was 
noch fehlt, ist rein 
mathematisch. pj ^^^ 

Man beschränke 
sich auf das Perihel A und auf das Aphel B. In beiden Punkten ist 
g reine Normalbeschleunigung. Es ist daher nach [363]: 

Die beiden Krümmungsradien q und ^^ sind einander gleich, da 
die Ellipse zu den Achsen symmetrisch ist. Mithin: 
g:gi=v^v,'. 
Die Flächen geschwind igkeit ist konstant. Daher folgt [319" 




',e8bgi, 



e 



316 § 39. Die allgemeiDe Scbvete. 

V ■ r = V, ■ r, oder v : T, ^ — : — , also ; 
I 1 

957. Die eben gefundene Proportion: 

1 1 

gilt aber nicht allein für Perihei und Aphel, sondern für beliebige 
Punkte der Bahn, wie eine gründlichere Untersuchung lehren würde. 
Es ist also ganz allgemein: 

wobei der Proportionalitätsfaktor ^ für denselben Planeten unveränderlich 
bleibt Daher: 

Die Beschleunigung ist für denselben Planeten dem Quadrate 
seines Abstandes von der Sonne umgekehrt proportional. 

958. Das dritte Kepler'sche Gesetz und die Beschleunigung. Wenn auch 
fi für denselben Planeten konstant ist, so könnte sein Wert doch noch 
von einem Planeten zum anderen anders werden. Zur Entscheidung 
dieser Frage dient das dritte Gesetz. 

Es seien : F die Fläche der Ellipse, T die Umlaufszeit oder das 
Jahr des Planeten, f die Flächengeschwindigkeit und p der Krümmungs- 
radius im Perihel (und Aphel). Dann ist: 

F:T = 
Andererseits ist [319] f = ^^. daher [363] und [967]: 
f = 




= fi^, oder: 



Die beiden Werte für f müssen gleich sein. Folglich: 

_4F" 

959. F und q sind rein geometrische Größen, deren Werte die 
Mechanik billigerweise als gegeben annehmen darf. Es ist also 
„bekannthch": 

b* 
F = iTab, p = — 
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Nach dem dritten Gesetz hat der Bruch rechts für alle Planeten 
einen und denselben Wert Daher auch: 

Der Koeffizient ft hat für alle Planeten einen und denselben Wert. 

960. Das Beschleunig-ungsgesetz ist gefunden! Es lautet: 

Die Beschleunigung eines Planeten ist nach der Sonne gerichtet. 
Ihre Größe wird bestimmt durch die Formet: 

in welcher r den Abstand von der Sonne und fi ein^ konstanten 
Koeffizienten bezeichnet, d. h. einen Koeffizienten, der nicht allein für 
jeden Planeten in allen Punkten der Bahn, sondern auch für alle 
Planeten nur einen Wert hat. 

961. Die Formel: 

-^ 

kann viel einfacher abgeleitet werden, wenn man von den Exzentrizi- 
täten der Bahnen absieht und sie für Kreise nimmt. Dann wird für 
jeden Planeten in allen Punkten: 

r= a. 
Die Bewegung wird zur kreisförmigen Kreisbewegung. Daher 
nach der Formel von Huyghens [358]o: 

^^ 47i:'a _47t'a''_-^"^'^ 
T ^ T^ a^ a' 

Der Zähler ist konstant, drittes Kepler'sches Gesetz. 
Huyghens selbst hat diese einfache Anwendung seiner Formel 
auf das dritte Kepler'sche Gesetz gemacht. Aber die allgemeine 
Ableitung der Beschleunigung unter Berücksichtigung der Exzentrizität 
rührt von Newton her. 

962. Die Anziehung durch die Sonne. Gleich der Beschleunigung ist 
die Kraft, welche auf den Planeten wirkt, nach der Sonne hin ge- 
richtet. Sie ist eine [irgendwie] von der Sonne ausgeübte Anziehung. 

Ihre Größe ergibt sich gemäß der Grundgleichung: 
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d. b. die AnziebuDg' ist der Masse m des Planeten direkt und seiDem 
Abstand umgekehrt proportional. 

Wie bei der Schwere, dem Gewicht, entspricht der doppelten 
Masse die doppelte Kraft. Die Anziehung ist „MasseDanzifthuag". 
Wäre die Masse der Erde doppelt so groß, so würde sie von der Sonne 
doppelt so stark angezogen werden. Aber die Beschleunigung* g 
selbst würde dieselbe bleiben, genau so, wie die Fallbeschleunigung 
gs sich nicht ändert, wenn man die Masse des fallenden Körpers 
verdoppelt. > 

963. Dis QauB'scbe Qravilationskonstante. Zieht die Sonne den 
Planeten an, so zieht der Planet auch die Sonne an mit gleicher Kraft. 
So verlangt es die Actio und Reactio. Die Anziehung ist gegenseitig. 

Da sie der Masse m des Planeten proportional ist, so wird sie 
jedenfalls auch der Masse M der Sonne proportional sein. Deshalb 
sei gesetzt: 

ii^k» ft = k*M, 

M 

so daß k* voraussichtlich für alle Planetensysteme — wenn es deren 
mehrere gäbe — nur einen Wert haben würde. Diese eingeführte 
Größe k' heißt die Gauß'sche Gravttationskonstante. 

964. Das Newton'sche Oravltationsgesetz. Der Ausdruck für die 
Kraft wird nun: 

k*Mm 
r* ' 
d. h. die Anziehung zwischen Sonne und einem Planeten ist dem Pro- 
dukt ihrer Massen direkt imd dem Quadrat ihres Abstandes umge- 
kehrt proportional. 

Wenn sich Sonne und Planet anziehen, so werden sich wohl über- 
haupt zwei Weltkörper anziehen, denn daß der eine von beiden gerade 
die Sonne sein müsse, ist doch äußerst unwahrscheinlich. So entsteht 
vorbehaltlich noch genauerer Prüfung das Newton'sche Kraftgesetz, 
welches die Bewegungen der Gestirne regelt: 

Zwei Weltkörper ziehen einander an mit einer Kraft, welche dem 
Produkt ihrer Massen direkt und dem Quadrat ihres Abstandes um- 
gekehrt proportional ist 

966. £3 erheben sich aber alsogleich Bedenken. Durch die An- 
ziehung der Sonne erhält der Planet die Beschleunigung: 
_ K _ k* M _ ,» 
^~ m~ r* ~' r^' 
Sie ist keine andeie, als die eben aus Kepler's Gesetzen gefundene. 
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Durch die Anziehung des Planeten erhält aber auch die Soone eine 
Beschleunigung-: 

K k'm 
^~M~ r» ' 

Von ihr ergeben die Kepler'scheo Gesetze nichts, ebenso wie 
von den Beschleunigungen, welche die Planeten aufeinander ausüben. 
Und doch müssen sie vorhanden sein, wenn das Newton'sche Gravi- 
tationsgesetz richtig ist 

Solche Einwürfe verlieren aber ihre Kraft, wenn man die Mög- 
Uchkeit erwägt, daß erstens die Sonne alle Planeten an Masse weit 
überwiege und daß zweitens die Kepler'schen Gesetze nur aoge- 
nähert richtig sein könnten, weil sie aus Beobachtungen hergeleitet 
wurden, die nie mathematisch genau sind. 

966. Denn wenn die Sonoe im Verhältnis zu den Planeten eine sehr 
g-roße Masse hat, 3o sind die Beschleunigungen, welche letztere der 
Sonne und einander erteilen, sehr klein gegen die Beschleunigungen, 
Tvelche die Sonne den Planeten erteilt [72]. Es bleiben also in erster 
Anoäherung nur diese übrig. Immerhin dürfen nun auch die Kepler- 
schen Gesetze nur angenähert erfüllt sein. Es ist aber auch wirklich 
so, und genauere Prüfungen haben stets gezeigt, daß die Abweichungen 
gerade so sind, wie sie bei strenger Geltung des Newton'schen 
Gesetzes sein müssen [971]. 

967. Das Zweikörperproblem. Zwei Körper P, und P, mit den 
Massen M und m haben zu Anfang, d. h. in einem beliebig ange- 
gebenen Augenblick, beliebige Lagen und beliebige Geschwindigkeiten. 
Wie bewegen sie sich unter Annahme des Gravitationsgesetzes? 

Die absoluten Werte der Beschleunigungen von P, und P, sind: 
k» m k« M 

s. = -^. 8r, = — .-. 

Sie haben entgegengesetzte Richtungen. Also ist die Beschleu- 
nigung g' der Relativbewegung von P, gegen P, 

. k»(M + ni) fi' 

g=gi + gu= J.7 =-^' 

wenn fi' = k' (M -f- m) gesetzt wird. 

Sie unterliegt also dem Beschieunigungsgesetz [960], nur daß statt 
M zu setzen ist: M-f-m (vgl. [622]). Also: 

Der eine Körper bewegt sich relativ zu dem anderen so, wie er 
sich im absoluten Sinne bewegen würde, wenn er von einem testen 
Funkte angezogen würde, dessen Masse gleich der Summe der beiden 
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968. VoD diesem Satz steigt man durch Integtationea auf zu 
dem zweiten und dann zum ersten Kepler'schen Gesetz, wobei statt 
der Sonne der Körper Pj zu setzen ist. (Das dritte hat hier keinen 
Sinn.) Doch ist das erste Gesetz dahin zu erweitem, wie Newton 
zuerst gezeigt hat, daß statt der Ellipse mög-licherweise die Bahn auch 
eine Parabel oder auch eine Hyperbel sein könnte, je nach dem Wert 
der Anfangsgeschwindigkeit. 

Damit ist die Relativbewegung bestimmt. Nimmt man hierzu die 
absolute Bewegung des Schwerpunktes der beiden Körper, die nach 
dem Schwerpunktssatz geradlinig und gleichförmig sein muß, so er- 
geben sich durch Zusammensetzung auch die absoluten Bewegungen 
der Körper selbst 

969. Das VIelkSrperproblem. Setzt man statt zweier beliebig viele 
Körper, so sind die Schwierigkeiten sehr viel größer. Alle Versuche, 
eine Lösung zu finden, die der vorigen entsprechen würde, sind ge- 
scheitert und haben, wie Bruns gezeigt hat, scheitern müssen, weil 
eine solche Losung nicht existiert 

Man kennt die zehn Integrale, welche aus dem Schwerpunktssatz, 
dem Flächensatz und dem Satz von der lebendigen Kraft folgen 
[708] und kann sie zur Vereinfachung der Aufgabe benutzen. Man 
bat darüber hinaus das Vielkörperproblem auf das gründlichste studiert 
und eine verschwenderische Fülle von Sätzen, Umformungen und 
Entwickelungen erhalten, die ein hochbedeuteniles Kapitel der Mecha- 
nik des Himmels bilden. Aber, wie gesagt, das einst so sehr erstrebte 
Endziel einer „einfachen" Lösung hat man aufgegeben. 

970. Das Stfirungsproblem. Wenn aber, wie im Sonnensystem, der 
eine Körper eine weitüberwiegende Masse hat, dann bieten die drei 
Kepler'schen Gesetze eine erste Annäherung, die man nun durch 
Berücksichtigung der zuerst ausgelassenen Beschleunigungen [965] 
verbessern kann. Das Problem wird zum Störungsproblem, dessen 
vollständige Literatur eine Bibliothek für sich füllen würde. 

Es galt, Methoden zu entwickeln, um auf dem Papier den Be- 
wegungen der Planeten nicht aliein zu folgen, sondern auf Jahre, 
Jahrhunderte, Jahrtausende voranzugehen. Und dieses Ziel hat man 
erreicht, wie die Rückwärtsrechnung der Störungen durch Überein- 
stimmung mit früheren Beobachtungen beweist. 

971. Dabei hat sich oft genug Gelegenheit zu besonders feinen 
Prüfungen des Newton'schen Gravitationsgesetzes geboten die immer 
zu seinen Gunsten ausgefallen sind. Sogar, wenn es zu Anfang nicht 
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SO sohlen, hat eine schärfere StÖruDg^srechDung.doch stets die vÖllig'e 
Übereinstimmung hergestellt. 

Man hat, veranlaßt durch Versuche, das „Rätsel der Schwer- 
kraft" [96] zu losen, oft die Möglichkeit erwogen, daß der Newton- 
sche Ausdruck für die Kraft vielleicht nur das HauptgÜed sein möchte, 
dem kleinere Glieder folgen. Sie müßten aber sehr klein sein, denn 
bisher ist von ihrem Einfluß keine Spur nachweisbar gewesen. 

972. Die Mechanik des Himmels ist höhere Mechanik. Nichtsdesto- 
weniger kann man auch auf elementare Weise manche ihrer Ergebnisse 
sogar ziffernmäßig nachweisen, wenn auch selbstverständlich die ge- 
nauesten Werte so nicht erreicht werden können. Einige Beispiele 
sollen dies zeigen. 

Zugrunde gelegt ist das astronomische Maßsystem von Gauß 
[1Ö3], also: Sonnenmasse = 1, der Tag— 1, die Sonnen weite = 1. Außer- 
dem werden solche Zahlenwerte, die ihren Ursprung in den Beobach- 
tungen selbst haben, wie die Länge des Jahres, des Monats usw. 
selbstverständlich als gegeben betrachtet. 

973. Berechnung der Gravitaitonskonstante. Nach [D63] und |959] ist: 



Es ist M = l. Nimmt man die Erdbahn, so ist auch a = l und 
T^ 365,26 . . ., also: 

,, 4.(3,1415! 



(365,26)* ' 365,26 ... ' 

. Die logarith mische Rechnung ergibt: 
k- 0,017202. 
Der Gauß'sche Wert, der den astronomischen Rechnungen zu- 
grunde gelegt wird, ist: 

k = 0,0172021. 
974. Berechnung der Erdmasse. Die Relativbewegung des Mondes 
um die Erde folgt annähernd dem ersten und zweiten Kepler'schen 
Gesetz. Die halbe große Achse ist a^ = 0,0025844 und die Um- 
laufszeit oder der siderische Monat ist T, = 27,322. Es werde ange- 
nommen — auf etwa 1 "/„ ist es richtig — , daß die zugehörige Be- 
schleunigung des Mondes mit der absoluten Beschleunigung g, über- 
einstimme, welche er von der Erde erhält [5S9j. 

Es treten m (Erdmasse), a( und Tj an Stelle von M, a und T in 
r973], während k unverändert bleibt. Daher: 

J „2 .. S A ...» . 3 

k^=-^ 



T/m ' T,*k» 
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Hier sind für Oj, T, und k ihre Werte zu setzen. Man erhält: 
Der in den neuesten Tafeln von Newcomb enthaltene "Wert ist: 



'^' 324439 • 

976. Der Unterschied zwischen a und ß ist zufäliigf viel kleiner 
als er nach der Größe der Korrektionen sein sollte, welche diese Be- 
stimmung zu erhalten bat. Es sind nämlich ihrer zwei, die sich zußllig- 
beinahe aufheben. 

Die erste besteht darin, daß der Wert a nach [967] die Summe 

von Erd- und Mondmasse darstellt, also -^r- der Erdmasse. Diese 

wäre dann : 

80 1 1 



81 324150 328202 ' 

976. Die zweite folgt aus der Anziehung der Sonne, welche in der 
Relativbeschleunigung zwischen Mond und Erde ein dem Hauptglied 
im Durchschnitt entgegengesetztes Glied hervorbringt, so daß ersteres, 
also auch die Erdmasse entsprechend größer wird als a. Doch er- 
fordert die Berechnung dieser Korrektion Kenntnisse, die nur der 
Fachmann hat, wie auch nur ein solcher beurteilen kann, bis zu 
welcher Ziffer man dem Newcomb'schen Wert ß trauen darf. 

Wahrscheinlich ist noch die dritte sicher, die vierte ist schon 
recht zweifelhaft und die fünfte und sechst^ sind ganz wertlos. An 
ihrer Stelle könnten ebensogut zwei Nullen stehen. 

977. Bestimmung der Ptanetenmassen. Die in [974] benutzte, von 
Newton ersonnene Methode ist auf alle Planeten anwendbar, welche 
Monde haben, also auf alle großen Planeten, außer Merkur und 
Venus. 

Für diese bleiben nur die Störungen, welche ihre Anziehungen 
in den Bewegungen der anderen Planeten hervorrufen, als Anhalt zur 
Massenberechnung. So geht es auch, aber nicht so leicht und auch 
nicht so genau. Daß aber angenäherte Werte herauskommen, zeigt 
die Probe an den anderen Planeten, welche Monde haben, wenn man 
deren Massen auch aus den Störungen bestimmt. Denn es hat sich 
eine leidliche Übereinstimmung ergeben. 

978. Bestimmung der Mondmasse. Die Astronomen nehmen in der 
Theorie der Erdbewegung an Stelle des Schwerpunktes E der Erde 
den gemeinsamen Schwerpunkt S von Erde E und Mond M, der aller- 
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dings nie aus dem Erdkörper heraustritt Um S beschreibt E eine 
Relativbewegimg-, welche ein verkleinertes Spiegelbild der Mond- 
bewegfung- ist 

Leverrier hat Tauseade von Sonnenbeobachtungeo auf ein solches 
Spiegelbild geprüft und seine Größe, d. h, das Verhältnis von E S zu 
MS und damit auch [519] das Verhältnis der Mondmasse zur Erd- 
masse festgestellt. 

979. Eine zweite Methode beruht auf der Zerlegung der wirklichen 
Flut, wie sie im Steigen und Fallen des Meeresspiegels erscheint, in 
eine theoretische MondSut und eine theoretische Sonnenfiut, deren 
Verhältnis zu etwa 6 : 2 bestimmt worden ist. Hieraus geht das Ver- 
hältnis der Mondmasse zur Sonnenmasse hervor. 

Eine dritte Methode beruht auf der gedachten Zerlegung der 
wirklichen Präzession der Erdachse in eine theoretische durch den 
Mond und eine solche durch die Sonne, deren Verhältnis allerdings 
nicht so wie bei der Flut bestimmbar ist. Man kann aber auf Um- 
wegen die erstere durch die Bradley'sche Hauptnutation berechnen 
und so ihr Verhältnis zur ersteren bestimmen [1013]. 

Es hat sich auch 5 : 2 ergeben. Alle drei Methoden haben über- 
einstimmend gezeigt, daß die Mondmasse etwa ^/gj, der Erdmasse ist. 

980. Bestimmung der Stärke der AtizlehungshrSfte. Aus k, den Massen 
und den Abständen ergeben sich nach [96i] die Ziffernwerte der An- 
ziehungen zwischen den Weltkörpem. So z. B. zwischen Sonne und 
Erde in mittlerem Abstände: 

K=. ^|ü' — = 0,00 000000091208. 



Dagfegfen die Anziehung zwischen Erde und Mond: 
f 1 ^1 

^ii51^5?L^Ü??_ = 0,0000 000 000 052612. 

(U,0026 844f 

981. Die zugehörige Krafteinheit wird dabei genau so erklärt 
wie in [115] als die Kraft, welche der Masse 1 (Sonnenmasse) die 
Beschleunigung 1 {definiert durch Sonnenweite und Tag als Längen- 
und Zeiteinheit) erteilen würde, 

982. Die astronomische und die terrestrische Schwere. Jeder Weltkörper, 
also auch die Erde zieht die andern Weltkörper an. Das ist eine 
Wahrheit, die wir Newtons Genius verdanken. Die Erde zieht auch 
alle auf ihr befindlichen Dinge an. Das ist eine Wahrheit, die wir 
tagtäglich unzählige Male erfahren. 
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Wohl'auch ein Gerinjferer als Newton hätte vermutet, daß beide 
Wahrheiten der Ausfluß einer einzigen allgfemeinen Wahrheit seien. 
Er aber hat mehr getan; er hat hierfür den ziffernmäßigen Beweis 
gebracht durch Vergleichung der Fallbeschleunigung g* niit der Zentri- 
petalbeschleunigung des Mondlaufes unter Berücksichtigung der so 
sehr verschiedenen Abstände vom Erdmittelpunkt. 

983. Es sei r der Radius, m die Masse der Erde. Dann muß nach 
[960] und [963], wenn die terrestrische Schwere überhaupt dem 
Gravitationsgesetz entspricht, die Fallbeschleunigung g, der Bedingung 
genügen: 

k*m 

Dies gilt für einen Körper auf der Erdobferfläch© bei der Voraus- 
setzung [989], daß man die ganze Erdmasse im Erdmittelpunkt ver- 
einigt annehmen dürfe. Entfernt sich der Körper von der Erde be- 
liebig weit, bis er den Abstand R vom Erdmittelpunkt hat, so wird 
die Fallbeschleunigung: 

, k*m , , / r -v* 

g, = -^, alsog'. = g.(^). 

Für den Mond ist R = 60,270 r, daher: 

981 „„,«, cm 

984. Andererseits ist die Zentripetalbeschleunigung des Mondum- 
laufs bei Annahme von Kreisgestalt nach [358] c: 

,_ 4£r*R _ 4. -r^ 60,270. r 
g - -pä— - ji ■ . 

Drückt man hier r in cm = 637 ■ 10* und T, den siderischen Monat, 
in Sekunden =236-10* aus, so ergibt sich: 



985: Die Übereinstimmung zwischen g', und g' ist recht leidlich. 
Sie wird aber vollkommen bei Berücksichtigung der Korrektionen, 
die eine gründliche Untersuchung kennen lehrt. Also geht wirklich 
die terrestrische Schwere bei immer größerem Abstand von der Erde 
unmerklich über in die astronomische Schwere. 

Beide waren nunmehr durch diesen Beweis Newtons 
zu der einen allgemeinen Schwere oder Massenanziehung 
vereinigt. 

986. Schwere auf anderen Welikörpern. Die Fallbeschleunigung g, 
;iuf der Sonne würde sein: 
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i M die Masse der Sonne und r' den Sonnenradius bezeichnet. Dabei 
M 



-■{-)'■ 



Es ist M = 324439m, r' = 109,i4r. Es ergibt sich: 
ff. = 27.24 g. 

987. Die Fallbeschleunigung auf der Sonne, also auch das Ge- 
wicht ist auf der Sonne 27 bis äStnal so groß wie auf der Erde. Auf 
dieselbe Weise kann man die Vergleichung mit anderen Weltkörpern 
durchführen und z. B. berechnen, daß ein Körper von 1 kg Masse, 
der also auf der Erde 1 kg* Gewicht hat, auf der Sonne 27 kg*, auf 
dem Monde 0,19 kg*, auf dem Jupiter 2,2 kg* Gewicht besitzen muß. 
Vgl. [86]. 

988. Das allgemeine Bravitatlonstiesetz. Das kleinste Staubteilchen 
hat schon Gewicht, ist schwer. Die Gravitation beginnt also bereits 
bei materiellen Punkten. So erhält das Newton'sche Gesetz seine 
letzte und einfachste Gestalt: 

Zwei materielle Punkte ziehen sich gegenseitig an mit einer Kraft, 
welche dem Produkt ihrer Massen direkt und dem Quadrat ihres Ab- 
stand es umgekehrt proportional ist.' 

989. Die Anziehung zwischen wirklichen Körpern erscheint aus 
unzähligen solchen Elementaranziehungen zusammengesetzt und muß 
bei gegebener Massenverteilung durch Integrationen festgestellt werden, 

' welche sich auf sämtliche materielle Punkte des einen und des anderen 
Körpers beziehen. 

Schon Newton selbst hat so gefunden, daß ein Körper von einer 
homogenen oder aus homogenen konzentrischen Schalen bestehenden 
Kugel so angezogen wird, als ob ihre ganze Masse sich im Mittel- 
punkt befinde [983]. Aus dieser ersten Feststellung ist aber all- 
mälig eine umfassende Theorie geworden, welche mit den feinsten 
Hilfsmitteln der höheren Mathematik bestritten wird. 

990. Die experimentelle Bestimmung der Anziehung zwischen materiellen 
Punkten ist allerdings nicht möglich; wohl aber ist es nicht not- 
wendig, daß, wie bei der terrestrischen Schwere, der eine Körper ein 
Weltkörper sei. 

Man stelle sich außer der wirklichen Erde E eine zweite Erde E' 
vor, die E in Gestalt und Dichte vollkommen gleicht, nur viel kleiner 
ist. Es seien m die Masse, r der Radius von E; m' und r' von E'. 
Die beiden Fallbeschleunigungen an ihren Oberflächen werden: 
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k* m , k* m' 

Wegen der vorausgesetzten g-leichen Dichte verhalten sich die 
Massen wie die Volumina, also wie die dritten Potenzen der Radien, d. h. 
m : m' ^ r* : r", folglich: 
g.-g.'=r:r'. 

991. Es sei r' = lMeter. Da r=6370000 m ist, so wird: 

*" 6370000 

In demselben Verhältnis stehen die Gewichte. Ein Körper von 
1 kg- Masse würde auf E' nur 0,16 mg* schwer sein. 

Dies gibt einen Maßstab von der ungefähren Größe oder vielmehr 
Kleinheit der zu erwartenden Anziehungen. Es müssen schon sehr fein 
ausgeführte Experimente sein, welche sie zeigen, geschweige ihre 
Messung ermöglichen. Und doch ist sogar letzteres mit leidUchem 
Erfolge geschehen, 

992. Die erste zuverlässige Bestimmung der Stärke der Anziehung 
zwischen bekannten — d, h. in terrestrischen Massen einheiten bekannten 
— Massen rührt von Cavendish her, der hierzu eine Drehwage, 
ähnlich derjenigen Coulomb's zur Messung elektrischer Kräfte, benutzt 
hat, indem er den Endkugeln schwere Bleigewichte näherte und die 
Veränderung der Gleichgewichtslage und der Schwingungsdauer er- 
mittelte. Später hat man auch Pendelmessungen und Wägungen an 
einer sehr feinen Präzisionswage hierzu angestellt. 

Diese Experimente haben zu dem folgenden in C-G-S Einheiten' 
ausgedrückten Ergebnis geführt: 

Zwei Körper, jeder von 1 g Masse, ziehen sich in einem Abstand 
von einem Zentimeter an mit einer Kraft von: 
0,00 000 006 565 Dyn. 

Doch mag die Unsicherheit noch V, "/„ des Wertes betragen. 

993. Die GravItationskonsUinte Im C-Q-S-System ist also: 

k* = 0,00 000 006 565, 
wie aus der allgemeinen Formel: 

k' M - m 
r* 
hervorgeht, wenn man M = l, m = l, r=l setzt. 
In Dyn ausgedruckt ist daher die Anziehung: 
M -ra 



K = 0,00 000 006 565- 

r- 

m W' 



wenn M und m in Gramm, r in Zentimeter angegeben werden. 
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994. Ole Erdmasse In Kilogramm, Man kann aber diese Formel auch 
umkehren und etwa M aus K, m und r berechneo: 
K.r* 



M = 



m ■ 0,00 000 006 565 
Der eine Körper sei eio auf der Erde be&ndliches Gramm, also 
m = 1, Der andere Körper sei die glänze Erde, deren Masse M be- 
stimmt werden soll. Dann ist K = 981 Dyn, r = Erdradius = 637 10* cm; 
die Rechnungr ergibt: 

M = 6 063 400 000 000 000 000 000 000 000, d. h. 
M = 606 ■ 10" Gramm = 606 ■ 10" Kilogramm. 
Cavendish hat also, wie es in seiner Grabschrift heißt, „die 
Erde gewogen" und mit ihr Sonne, Mond und Planeten [97i]. 

Aus der Masse M und dem Volumen V = 10828 -10" (cm)» ergibt 
sich die mittlere Dichte der Erde: 

, = «_5,60... 

Merkwürdigerweise hat schon Newton die Erde fünf- bis sechs- 
mal so dicht geschätzt wie das Wasser, Ein selten glücklicher Treffer! 

995. Nun folgt aus [974] die Masse der Sonne, also zugleich 
die astronomische Masseneinheit [153]: 

= 196.10»i Gramm. 
So ergeben Laboratoriumsexperimente die Vergleichung der 
dritten und letzten Grundeinheit im astronomischen und terrestrischen 
Maßsystem. Nach [167] ist es nun ein leichtes, alle Maßzahlen um- 
zurechnen. 

So ist z. B. [980] die Anziehung zwischen Sonne und Erde: 
= 358 ■ 10" Dyn = 365 ■ 10" kg* 
und zwischen Erde und Mond: 

= 207 . 10"Dyn = 211 ■ 10"kg*. 
Wie anders sehen diese Zahlen aus, als die früheren in [980]! 
Die Kräfte zwischen den Weltkörpern sind eben, verglichen mit 
irdischen Kräften, unvorstellbar groß. 

996. In entsprechender Weise kann man mit allen mechanischen 
Größen unseres Sonnensystems verfahren, wie Arbeit, lebendige Kraft, 
potentielle Energie. Nur werden die Maßzahlen oft sehr groß. 

Die Erde hat in ihrem Umlauf um die Sonne eine Durchschnitts- 
geschwindigkeit von 3.10* . Folglich ist ihre lebendige Kraft 

{bezogen auf die Relativbewegung zur Sonne): ( OOölP 
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L = ^=273.10»« Erg 

= 273-10" Joule 
= 278 ■ 10" nikff* 
= 103-10*'^ HPH 
= 76-10" Kilowattstunden. 
Rechnet man, was sicherlich viel za viel ist, daß in unseren 
Maschinen ununterbrochen tausend Millionen Pferdestärken arbeiten, 
so würde diese Energiemenge doch ausreichen für: 
118 Billionen Jahre. 



§ 40. Irrtümer und Trugschlüsse in der Mechanik. 

997. Die Gefahr, bei der Beurteilung von Fragen aus der Me- 
chanik Fehler zu machen, ist manchmal nicht klein. Falsche Über- 
tragungen von anderen scheinbar analogen Fällen, in denen die Sache 
doch anders liegt, und falsche Schlüsse liegen oft SO nahe, daß man 
geradezu von Fallstricken sprechen kann, welche dem Verstände ge- 
legt werden. 

Wir alle kennen aus täglich wiederkehrender Erfahrung die Ge- 
setze der Mechanik instiaktartig, wenden sie richtig an und haben 
gelernt, unserer Urteilskraft in dieser Hinsicht zu vertrauen. Wo aber 
der Fall aus dem Rahmen der Alltäglichkeit stark heraustritt, kommt 
derjenige in Vorteil, welcher die Gesetze der Mechanik auch in ab- 
strakter Form allgemeiner Sätze wirklich begriffen hat Doch auch 
er kann getäuscht werden, ja selbst berühmten Männern vom Fach 
ist dies begegnet, wie sich an Dutzenden von Beispielen aus der Lite- 
ratur zeigen heße. 

Einige hoffentlich lehrreiche Beispiele sollen erläutern, wie man 
sich vor solchen Irrtümern schützen kann. 

998. Ein Irrtum des Aristoteles. Aristoteles sagt: Ein Stein fällt 
schneller als ein Blatt, weil er schwerer ist. Wenn nämlich ein 
Körper fällt, so drückt das Obere A auf das Untere B, das nun so- 
wohl durch sein eigenes Gewicht als auch durch das Gewicht von A 
angetrieben wird und bei seinem daher schnelleren Fall A mit sich 
fortreißt. 

Hier liegt eine solche Verallgemeinerung einer an sich über alle 
Zweifel gewissen Erfahrung vor. Freilich drückt das Obere mit seinem 
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'ganzen Gewicht auf das Untere. Aber nur, wenn der Körper am FaDen 
verhindert wird, wenn er z. B. ruhig- auf dem Baden liegt. Beim 
Fallen, da B beständig unter A ausweicht, kommt es gar 'nicht zum 
Druck. A und B fallen unabhängig voneinander, jedes nur wegen 
seines eigenen Gewichtes. 

999. Hätte Aristoteles den Satz von Aktio und Reaktio bereits 
gekannt, so würde er auch auf andere Weise die Fehlerhaftigkeit 
«eines Argumentes eingesehen haben. Denn drückt A auf B nach 
unten, so drückt B auf A nach oben. Fällt also B schneller, so muß 
A langsamer fallen. Der Körper würde beim Fallen langgezogen werden 
wie Gummi. 

Als Galilei seine Fallversuche am schiefen Turm zu Pisa machte, 
wurde er so heftig angefeindet, daß er Pisa verlassen mußte. Es 
ist immer gefährlich, an einem tausendjährigen Irrtum zu rütteln. 

1000. 0er eingetauchte Finger. Ein nicht bis zum Rande gefülltes 
Glas mit Wasser wird auf einer Wage gewogen, bis es genau aus- 
tariert und die Wage im Gleichgewicht ist. Dann taucht man vor- 
sichtig einen Finger in das Wasser, ohne das Glas zu berühren. Wird 
das Gleichgewicht gestört oder nicht? Und wenn es gestört wird, 
muß man zu seiner Wiederherstellung auf der anderen Wagschale Ge- 
wichte zulegen oder fortnehmen? 

In der Regel wird die falsche Antwort gegeben. Denn wie 
könne das Gleichgewicht gestört werden, da doch der Finger gar 
nicht an das Glas kommt, also auf dasselbe gar nicht drücken kann? 

Aber ein einziger Versuch, zu dem eine ganz gewöhnliche Küchen- 
wage ausreicht, welche noch auf 1 g Mehrbelastung reagiert, belehrt 
eines besseren. Denn es muß zugelegt werden! 

1001. Jeder in Wasser getauchte Körper erhält von ihm einen 
nach oben gerichteten Auftrieb, welcher gleich dem Gewicht der ver- 
drängten Wassermenge ist; Nach der Aktio und Reaktio drückt also 
der Körper auf das Wasser nach unten und dieser Druck kommt als 
äußere Kraft hinzu, wenn man Glas ~\- Wasser als ein materielles 
System ansieht. 

Die anderen auf dieses System wirkenden Kräfte sind sein Ge- 
samtgewicht und der Gegendruck — p von der Wagschale auf das 
Glas. Wenn Gleichgewicht eingetreten ist, muß daher p so groß sein 
wie das Gesamtgewicht und der Auftrieb zusammen, d. h. p ist größer 
geworden um den Auftrieb, d. h. um das Gewicht des durch den 
Finger verdrängten Wassers. 

Der Druck des Fingers wird eben durch das Wasser hindm-p^ 
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auf daa Glas und durch das Glas hiodurch auf die Wagscbale fort^ 
g'epflanzt. Wie man sich diese FortpSanzungf vorstellt, ist dabei gfanz 
gleichgüitigf, deno die statischen Prinzipien reichen aus! 

1002. Die Fliege In der Flasche. Wenn mau ein leeres (d. h. mit 
Luft gefülltes) verschlossenes Glasf^efäß zur Bestimmung seines Ge- 
wichtes auf eine Wagachale stellt, so wird eine zufallig eingeschlossene 
Fliege, wenn sie am Boden hockt, mitgewogen. Wenn aber die Flieg^e 
herumfliegt, ohne das Gefäß zu berühren oder besser, wenn sie sich, 
wie man oft sieht, durch schnelle Flügelschläge schwebend an der- 
selben Stelle hält, wird sie dann auch mitgewogen oder nicht? 

Leider lassen sich Fliegen nicht abrichten, daß man das Experiment 
machen konnte. Leider, denn es ist zehn gegen eins zu wetten, daß 
der Laie die falsche Antwort geben wird. Wie sollte auch die Fliege 
mitgewogen werden, da sie doch das Glasgefäß gar nicht berührt 
und also gar nicht imstande ist, mit ihrem Gewicht auf dasselbe zu 
drücken ? 

1003. Und doch wird sie mitgewogen, ob sie am Boden hockt 
oder sich in dem Gefäß schwebend erhält, sofern man im letzteren 
Falle überhaupt von einem genauen Wägen sprechen kann, was selbst- 
verständlich UnVeränderlichkeit des Druckes auf die Wagschale 
verlangt 

1004. Es sei G das Gewicht des Gefäßes mit der eingeschlossenen 
Luft, Gl das Gewicht der Fliege und p der Druck auf die Wagschale, 
also — p der Gegendruck von der Wagschale auf das Gefäß. G, G, 
und — p sind dann die drei einzigen äußeren Kräfte, welche auf das 
materielle System i", bestehend aus Gefäß, eingeschlossener Luft und 
eingeschlossener Fliege, wirken. 

Da der Gesamtschwerpunkt dieses Systems seine Höhenlage nicht 
ändert, nachdem Gleichgewicht eingetreten ist, muß daher p i= G -|- G^ 
sein, d. h. die Fliege wird mitgewogen. 

1005. Gegen diesen Beweis der Mechanik laßt sich nicht das 
geringste einwenden. Zur physikalischen Erklärung aber sei zunächst 
daran erinnert, daß die Fliege sich überhaupt nicht schwebend er- 
halten könnte, wenn das Gefäß luftleer wäre. Sie schlägt schnell mit 
den Flügeln, um unaufhörlich auf die Luft nach unten zu drücken. 
Der Gegendruck hebt ihr Gewicht auf, denn sonst würde sie eben fallen. 

Aber der Druck selbst (den die Fliege nach unten fortgesetzt 
durch das Flügelschlagen erneuert), pflanzt sich durch die Luft fort 
auf das Gefäß. Und da er, wie eben erklärt, gleich ihrem Gewicht 
ist, so wird die Fliege eben mitjfewo)?en. 
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Es bedarf aber dieser physikalischen Auseinandersetzungf gfar 
nicht Denn die Prinzipien der Statik genügen! 

1006. Die an zwei Fäden aufgehängte Last. Eine wagerechte Stange 
wird mit ihren Enden an zwei parallelen vertikalen Fäden aufgehängt 
und trägt in der Mitte eine Last Q, so daß die Spannung jedes Fadens 

= ^ ist Plötzlich wird der eine Faden durchschnitten. Wie groß 

ist unmittelbar darauf die Spannung des anderen Fadens (Gewicht der 
Stange nicht berücksichtigt)? 

Die Antwort pflegt zu lauten, sie sei = Q, da der andere Faden 
nun die ganze Last zu tragen habe. Und doch, wie falsch 1 

Offenbar fällt die Last sofort nach dem Durchschneiden, und zwar 
zu Anfang völlig frei. Daher verschwindet im ersten Augenblick 
auch die Spannung des nicht durchschnittenen Fadens gänzlich. 

Wenn man ihn an einer Spiralfeder aufhängt, so schnellt diese 
nach dem Durchschneiden auf der Stelle in die Höbe. Allerdings 
dauert es nur den Bruchteil einer Sekunde, denn bald wird die Last 
durch den Faden am Fallen verhindert. 

1007. Wird das Gewicht der Stange berücksichtigt, dann ist 
die Antwort nicht so leicht gefunden. Zur möglichsten Vereinfachung 
nehme man an, daß die Stange gar keine Last habe, sondern daß 
Q ihr Eigengewicht bedeute. Die einfachste Lösung ist dann folgende: 

Man wende den Satz: Moment der Massenbeschleunigung = Moment 
der Kraft zweimal an, erstens auf die Drehung um den Endpunkt des 
nicht durchschnittenen Fadens und zweitens auf die Drehung relativ 
zum Schwerpunkt der Stange. Es seien 1 die Länge der Stange, 
Z die Fadenspannung nach dem Durchschneiden, T^ und T die Träg- 
heitsmomente der Stange in bezug auf den Schwerpunkt und den 
Endpunkt, und </> die Neigung der Stange kurz nach dem Durch- 
schneiden. Man erhält: 



Die Integration gibt, wenn die Stange verhältnismäßig dünn ist: 

=s 

3 



T -ö^ T=-ai! 

' 12 g.' 3 g: 



Dijiü.d .„Google 
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Die Spannung' sinkt sofort von — auf — . 

1008. Die Fallbeschleunfgung und der Mond. Um welche» Bruchteil 
wird die Fallbeschleunigungf und mit ihr das Gewicht eines Körpers 
vermindert, wenn der Mond im Zenit steht, und um welchen Bruch- 
teil vermehrt, wenn er im Nadir steht. Die Masse der Erde sei ra, 

ihr Radius = r, die Masse des Mondes sei = — , und sein Abstand von 

der Erde (von Mittelpunkt zu Mittelpunkt) = 60 r. 

Lösung": Die Beschleunig'ung, welche der Körper P von der Erde 
erhält, ist [965]: 

k'm 

und diejenig'e, welche er von dem Mond erhält, wenn er 
im Zenit steht: 



?■- 



(59 r)' 



also: 



sr"» 



V Er-de J 
Fig. 160. 



80.59* i;78480 278480 (sec)*" 

Da gf* die entg-egeng-esetzte Richtung von §■ hat, 

so wird die Fallbeschleunigung um verringert. 

278480 

1009, Steht aber der Mond im Nadir, so ist: 



gr = 



also; 



(61 r)* 
£/ = _? — « 



z g 

■ 80-61* 297680' 
Da g" dieselbe Richtung hat wie g, so wird die Fallbeschleunigung 
1 



- vermehrt. 



297680 

1010, Diese Lösungen sind scheinbar richtig, und doch ganz 
falsch! Denn die Fallbeschleunigung ist eine Relativbeschleunigung 
zur Erde, und so muß von der ab.'ioluten Beschleunigung g' des 
Mondes auf den Körper die absolute Beschleunigung g" des Mondes 
auf die ganze Erde bzw. auf ihren Schwerpunkt abgezogen werden 
[4!)^). Was dann übrig bleibt, das ist erst der Einfiuß des Mondes 
auf die Fallbeschleunigung. 
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* (60r)» 80-60* . 

daher, wfenn der Mond im Zenit steht: 

8'-»"-|j(w-Til(5)-™'"»Äs^' 

Die Fallbeschleunigung wird vermindert, aber nur um den 30. Teil 
des vorhin errechneten Betrages. 

Steht der Mond im Nadir, so ist g">g' und 



Also wird die Fallbeschleunigung nicht vermehrt, sondern gleich- 
falls vermindert um etwa denselben Betrag wie im Zenit. Es war 
somit schon die Fragestellung in [1008] falsch! 

1011. Der Mond und die Lotlinie. Die größte Ablenkung der Lot- 
richtung durch den Mond ist „offenbar" zu erwarten, wenn er im 
Horizont steht, seine Anziehung also horizontale Richtung hat. 

Niemand, der nicht die Sache auf das gründlichste überlegt hat, 
wird hieran zweifeln! Und doch hat der Mond im Horizont so gut 
wie gar feeinen Einfluß auf die Lotrichtung, ebensowenig wie im 
Zenit oder Nadir. Die genaue Berechnung zeigt vielmehr, daß das 
Maximum dieses Einflusses bei einer Höhe von +45" liegt, wenn 
also der Mond ebensoweit vom Horizont, wie vom Zenit oder Nadir 
steht [49öJ. 

1012. SonnenffuI und Mondflut Es seien M und m die Massen von 
Sonne und Mond, R und r ihre Abstände von einem auf der Erde 
befindlichen Körper. Dann verhalten sich die auf ihn von Sonne und 
Mond ausgeübten Beschleunigungen wie: 

M _m 
Rj'T*' 
d.h. nach Einsetzung der Werte rund wie 177 :L 

In demselben Verhältnis werden also wohl auch die Einflüsse 
von Sonne und Mond auf terrestrische Bewegungen sein? Im be- 
sonderen ist die theoretische Sonnenflut wahrscheinlich 177mal so 
stark wie die theoretische Mondflut, die also gar nicht in Betracht 
kommt. 

1013. Auch dies ist falsch! Denn eine gründliche Untersuchung, 
entsprechend [1010], zeigt, daß man hier, gleiche Richtung von Mond 
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und donne vorausg'esetzt, nicht ^ und — j-, sondero =-, und —y mit- 
einander zu vergleichen habe. 

Und da kommt die Sonne trotz ihrer 177 mal so starken An- 
ziehung- ins Hintertreffen, denn die letzten beiden Brüche verhalten 
sich etwa wie 2 : &. 

Die theoretische Mondfiut ist also (durchschnittlich) S'/iHial so 
groß wie die theoretische Sonnenfiut. Entsprechendes gilt für die 
Erscheinung der Präzession [419] und (979). 

1014. Die fallenden Kniuel. Zwei ganz gleiche Fadenknäuel A und 
B werden fallen gelassen. Während A aber frei fällt, wird B an dem 
freien Fadenende festgehalten, so daß es sich während des Fallens 
an dem Faden, der als vollkommen glatt und biegsam betrachtet 
wird, abwickeln muß. Fallen sie nicht beide gleich schnell, da der 
Faden nach Annahme weder durch Steifigkeit noch durch Rauheit 
der Abwickelung Widerstand entgegenstellt? 

Nein, A fällt schneller! Denn wenn auch beide Male nur die 
Schwere arbeitet, so muß doch B beim Abwickeln in Drehung ver- 
setzt werden, deren lebendige Kraft auch Arbeit kostet. 

1015. Es sei r der Radius, m die Masse, T das Trägheitsmoment 
. um die Schwerpunktsachse, h die Falltiefe, femer v die Endge- 
schwindigkeit von A, Vj die von B und w^ ^ — die Winkelgeschwin- 
digkeit der Drehung des letzteren. Dann ist für A [669] : 

Gh = mgeh = m — , 

und für B [644] und [642J: 

Gh = mg.h = m:^ + T'-|^ = m^(l+-^). 

Also: 

T 

für eine Kugel ist T = - -mr*, mithin: 

^■:v,.= n4:l-7:5 

V : Vi = y 7 : 1/5 = 1/ 1,4 : 1 = rund 6 : 5. 

1016. Gleiten und Rollen aut einer schiefen Ebene. Ein Schlitten gleitet 
und eine Kugel rollt eine schiefe Ebene herunter. Wer kommt (bei 
Vernachlässigung der gleitenden Reibung) schneller unten, axylp 
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Der Schlitten! Denn hier hat die Arbeit der Schwere nur die 
lebendig-e Kraft der Translation hervorzubringen, wahrend bei der 
Kugel noch die lebendige Kraft der Drehung hinzufeommt. Da die 
Reibung bei dem Rollen keine Arbeit leistet, weil die augenblickliche 
Berährungsstelle ohne Geschwindigkeit ist, so vertritt sie die Stelle 
der Fadenspannung in dem vorigen Beispiel. Die Endgeschwindigkeiten 

verhalten sich also wie V 7 : 1/ ö und die Zeiten unigekehrt wie 



f^-f^ 



Hin Versuch würde wahrscheinlich mißlingen, da die gleitende 
Reibung zu stark ist. Man kann aber ein kleines massives Wägelchen 
mit sehr leichten Rädern nehmen, das also selbst gleitet, da nur die 
Kader rollen. Man wird finden, daß es schneller unten ankommt, als 
eine rollende Kugel. 

1017. Galilei ließ bekanntlich bei seinen Fallversuchen Kugeln 
eine schiefe Ebene herabrollen; doch scheint nicht, daß er an die ver- 
schiedenen Geschwindigkeiten des Rollens und Gleitens überhaupt 
gedacht hat. Ks kam auch hierauf nicht an, sondern nur darauf, 
zu zeigen, daß die Wege den Quadraten der Zeiten proportional seien, 
was beidemal der Fall ist 

Würde man aber aus solchen Fall- oder vielmehr Rollversuchen 
die Beschleunigung g, des freien Falles ableiten wollen, indem 
man das Rollen wie das Gleiten behandelte, so würde sie zu klein 
herauskommen. 

1018. Stelgen und Fallen In der Luft. Im luftleeren Raum würde 
ein senkrecht in die Höhe geworfener Körper ebenso lange steigen 
wie falle«, da beide Vorgänge dann Spiegelbilder voneinander wären. 
Wie aber bei Luftwiderstand? Sind da auch Steigzeit und Fallzeit 
einander gleich, oder ist die Steigzeit größer, oder ist die Fallzeit 
größer '^ 

Verfasser hat auf diese Frage von in mechanischen Problemen 
nicht Geübten meist die falschen Antworten erhalten. Entweder hieß 
es: Sie werden wohl auch jetzt beide gleich sein, denn wenn der 
Körper steigt, wirken Schwere und Luftwiderstand, und wenn er fällt, 
wirken sie auch beide, Oder man antwortete : Die Steigzeit ist 
größer, weil beim Steigen beide Kräfte der Bewegung entgegen- 
wirken, beim P'allen aber nur der Luftwiderstand, Er fällt also 
schneller! 

1019. Die erste Antwort wird durch die an sich richtige Be- 
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gfriindung^ der zweiten widerlegt; in der zweiten aber ist der aus 
der Begründung' gfezogene Schluß unrichtig'. Denn beim Steigen 
wird eine anfäng'Iich vorhandene Bewegung* durch Schwere und Luft- 
widerstand vereint schneller vernichtet, als durch die Schwere allein, 
und beim Fallen wird eine anfäng-Hch nicht vorhandene BewegTing^ 
durch Schwere und Luftwiderstand vereint langsamer erzeugt, als 
durch die Schwere allein. 

1020. Zu demselben Ergebnis führt auch die folgende Betrach- 
tung : Es sei m = — die Masse des Körpers, v seine anfängliche Ge- 
schwindigkeit, h die Höhe, bis zu welcher er steigt. Während des 
Steigens leistet die Schwere negative Arbeit ^ — Gh und der Luft- 
widerstand auch negative Arbeit. Sie sei = — A. Daher ist nach dem 
Satz von der lebendigen Kraft: 

— m^= — Gh — A, ni^ = Gh-f-A, daher: 

m^>Gh. 

Während des Fallens leistet die Schwere positive Arbeit =-|-G h 
und der Luftwiderstand wie immer negative Arbeit. Sie sei = — A'. 
Bezeichnet man also die Geschwindigkeit, mit der der Körper wieder 
unten ankommt, mit V, so folgt: 

m-5 = Gh — A', daher: 

ni--<Gh. 

1021. Es ist also |v[>|v'|. Ebenso wird bewiesen, daß die Ge- 
schwindigkeit des Steigens bei jeder Höhe zwischen und b kleiner 
ist als die Geschwindigkeit des Fallens, wenn der Körper wieder 
durch dieselbe Höhenlage hindurchgeht. Die Fallzeit ist daher größer 
als die Steigzeit. 

Wird der Körper schräg geworfen, so ist der absteigende Ast, 
weil auch die Horizontalgeschwindigkeit vermindert wird, steiler, also 
auch kürzer als der aufsteigende Ast. Aber trotzdem bleibt die 
Fallzeit großer als die Steigzeit. Man halte sich nur unbeirrt an die 
vertikale Geschwindigkeit und den vertikalen Weg, welch letzterer 
beim Steigen nicht größer, sondern ebensogroß ist wie beim Fallen. 

1022. Die StAleifentahrt (Loopi.ig the loo|l). Verfasser äußerte einst 
zu einem Radfahrer, der soeben die Schleifenfahrt glücklich voll- 
bracht hatte: „Sie müssen sich doch dabei ungeheuer schwer vor- 
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kommen." Er aber antwortete: nNein, im Geg-enteil, mir ist es da- 
bei immer so wunderbar leicht." 

Ich war sehr überrascht, denn meine Berechnung' der Kräfte, 
welche während der Scbleifenfahrt auf den Radfahrer wirken, war, 
wenn auch nur roh angestellt, so doch in der Hauptsache unangreif- 
bar. Und doch war ich, wie mir nun eine genauere Überlegung 
zeigte , einem grofien Irrtum verfallen , der allerdings mehr die 
Physiologie als die Mechanik anging. Ich hatte die Empfiadungen, 
welche diese Kräfte hervorrufen mußten, falsch beurteilt! 

1023. Der Radfahrer hatte zuerst eine Anlauffläche von 10,5 m 
Höhe hemnterznfahren und traf daher in dem tiefsten Punkt der 
Schleife mit einer Geschwindigkeit ein: 

Die Gestalt der Schleife war ganz ungefähr ein Kreis von 3 m 
Radius. Der Radfahrer erhielt also im tiefsten Punkt eine Zentripetal- 
beschleunigung : 

V* :>10 

Also war auch die Zentripetalkraft, d. h. die Resultante aus dem 
Druck vom Rade auf den Radfahrer und seinem Eigengewicht, sieben- 
mal so groß wie das letztere. Der genannte Druck war daher sogar 
achtmal so groß und nach Aktio und Reaktio auch der Druck des 
Radfahrers auf das Rad. (Jnd daher meine Frage ! 

1024. Wollte der Radfahrer bei gewöhnlicher Fahrt in ebenem 
Gelände den achtfachen Druck ausüben, so müßte er seinen Körper 
mit dem Siebenfachen seines Gewichts bepacken, etwa mit sieben 
anderen Radfahrern, die ihm auf Brust, Schultern, Hüften, Armen 
und Beinen sitzen. Den Druck nach unten, welchen diese auf ihn 
ausüben, den würde er wohl gewaltig spüren, er würde sich ungeheuer 
schwer vorkommen und den Gegendruck vom Rade als selbstver- 
ständlich hinnehmen. 

Hier aber existiert der erste Druck gar nicht. Also fühlt der 
Radfahrer' nur den zweiten Druck als eine gewaltige, nach oben ge- 
richtete Krat^. Das Rad unter ihm wird zur stark gespannten Feder, 
welche ihn aufwärts schnellt. Er muB sich wunderbar leicht vor- 
kommen. 



iz.dbyfeoOgle 



Anhang. 



Zusammenslenung von QrÖBen äer Mechanik, ihrer Dtmensionsformeln und der 
hl diesem Buch für sie aebrauchten Buchstaben. 



^^ 




"b.... 








Buch- 


DinMoiioiu- 


Nr. 


(irÖUe 






Xr. 


üröa« 










«falbe 


forme! 






stabe 


fonnel 


1 


J-ince. . . 


, 


[H 


1« 


BeweguD^EgiöU« 






8 


Fläche . . . 


F 


w 




(Ma»«Qge. 






3 


Volumeo , . . 


V 


w 




KhiTiDdigkeit) 


« 


I»1[1H>1-' 


4 


Winkel . . . 


•f 


[1]. 


17 


lebendige Kralt 






5 


Zeit ... . 


t 


i'i 




(KineUsche 






8 






ini.i-i 




Energie, . . 


^ 


WliPlil-' 


7 




g 


m [■!-■ 


18 


Mttssenbeschlen- 






8 


WinkelgeKrhwiD- 








nignng 


mXE 


i-unw-' 




digkeil . . . 


,« 


W-' 


l» 


Kraft .... 


" 


WC11W-- 


» 


Sek loigesch* id- 






30 


AuOieb . . . 


J 


[»1[11[>1'' 




digkeit. . . 


dS 


lil" w- ' 


31 


ImpuU (Stoß. 






10 


Sektorbnchleu- 


dt 






kraft. Momeu- 








d»S 


[!]■ [1] -• 


33 


tMikra«) . . 
Arbeit . . . 


J 
A 


1ml [1] [ll-i 

MPl'M-' 


] 1 i Mus«: .... 


111 


l,n] 


38 


FolenUal . . . 


f 


ImlPl'W-' 


12 ; Dicht. . . . 


y 


["im-' 


21 


Vütentielle 














Energie . . 


V 


tallll'W-« 


ersteo Grade. 


,\ 


MW 


35 


Euergie . . . 


^ 


[mUll'l.l-. 




T 


Hl [11' 


3« 


Arbeitsslärke 






13 ZentrifagRl- 








(Wirkung.- 








■nomcDt , . 


D 


Imlll). 




Kind) . . . 


w 


M IIP [11-- 



D,„„.db, Google 



Namen- und Sachregister. 



A. 

Abidae 837. 

Achse, freie r,5ß. 

Adaiiu 14. 

Adhäiion 98. 

Ähnlichkeit 16^, — mechnoische 8A. 

Atänitit 489. 

Akti» und Renktiu 41. 

d'AIemberl 51. 5t(7. 758. 7U2, 819, »Vi. 

Kie, »dl. )M^. 8tI3. 
d'Alembert« Priniip § 34. 
Ampere 974. 

Antrieb (ein« Ktaft) 999, g 9«. 
Arbeil (einer Krafl) ^ 98. 
Aibeit, Prinzip det virfaellen ^ 81. 
Aibcitsscärke 659. 
AtbeitsvurTaC 638. 
ATchimedei 3. 5, 10. 88, »1, 196, 518, 

590. 752, 774. 931, 
Arcus 157. 
d'Arc>- Öl 3. 
AriiUrch 464. 

Arinotelei tt. lä, 49, 996, 9m. 
Avwood 843. 
Aiudehnongilehre 999. 

B. 

Ball 50, 959. 

BebamuigEvennögen tIS. 

BcUngei 597. 

Benienbeig 508. 

Beruoulli 51, 999, 51», 618. 648, 657, 

790. 753, 758. 760. 770. 777, 781, 

788. 788. 790. 792. 819. 
Beacbleunignag § 16 und |J 17. 
Bewegung 1, — absolute § 91, relative 

g 81, — virtuelle § 80. 



BeireguDgsgleicbuDg 1^ 14. 
BewegunpKröße g 2«. 
Benigskörper 457. 
Bezngsn-stem 459, 
BobnenbeTgei 899. 
Boyle 89. 
Bradiev 490. 979. 
Bruns 969. 
Budde 178, 9i!l. 



(■«d*n -VW, «34. 7^5. 

Carnut 98. 910. 

Cartesim 19, 11», 980, 590, Miä. 603, 

685. 
CartesiBnischer Taucher 7H5. 
CaHÜgliano 709, 
CBQchv 481. 
Cavendlsh »93, 994. 
C-G-S-Syslem 198. 
Chasles 404, 406, 416. 
Clattsiu» 715. 
Coriolis 476. 481. 48S, 483, 484. 489. 

501, 508, 504, 505, 506, 507. iWS, 

549. 550. 531, 366, 636. 648, e.'iS. 

858. 
Coulomb 78, 999. 



d'Alembert sielte A. 
DeformatioD § 80. 
Descarlei siebe Cärteiias. 
Deviation 335. 
DeTiationnmoment 349. 
Dichte g 83. 
Differentiale 996. 
DifTeientialiiuotient 297. 



Danz.d.yCoOgle 



342 



Namen- and SMbiegiiter. 



DiUtBtioa 439. 

DimenaionBfonneln § S. 

Drehnne 878. 

Drehungimomeat (einer Kraft) IM. 

Drehungimnn 196. 

Diehunglpsai 398. 

Druck 9t. 

Dualität 304. 

Dahiing 783. 

Dyn 141. 

Drname 9S1, 

Dynnnük 3. 



Ebbe und Flut 493. 

Ebene, schiefe 771, — unvenodeiUcbe 
6:». 

Effeklivkiaft .'167. 

EiDtaeit 103, — abgeleitete i; 7. 

Elastiziiät 80. 

KlektriEiiät 78. 

Encke 71«. 

Energetik 718. 

Ene^e «37, — kinetische 638, — piiten- 
tielte § 39. 

Entropie 716, 

Erg 650. 

Euler 10, 19, 87. 69, 73, 113, 117. 143, 
144. 335. 380, 367, 36», 3S5. 8&3, 
393, 406. 454. 459. 518, 542. 54«. 
558, 554. 555. 556. 561, 618. 645, 
746, 881, 832. 833, 810, 934. 

F. 

Talb 494. 

Fall, freier § 35. 

Faraday 96. 

Fernkräfle 79. 

Fläch enintegrsle 617. 

Flächenkräfte 83. 

Flächensätze g 37. 

Foncault 505, 507. 508. 634. 



K..U 



r 154. 



91. 379. 381, 387, 835. 337. 848, 359, 
454, 488. 568. 596. 805, 607, 648. 669. 
670, 75a, 781, 808. 887. 843. 848, 850, 
860, 874, 875, 876, 878, 919. 999. 
1017. 

Gaull 4, 101, 115, 119, 138. 158. 678. 
709, 717. 730. 736, 888, 968. 973. 973. 

G^ Lmmc 89. 

GefiUe 689. 

Geschwindigkeit § 15. 

Gewicht 138, 497, — sp«ziA>ches 517. 

Gleichgewicht, tUbil, labil 762. 764. 

Goldene Regel 770. 

Goupilliiie siehe Haton. 

Graphiiche Statik 111. 

GraSuiaDn 339, 659. 952. 

Green 678. 709, 717. 
Gienipanbel 658. 
GröSen g 5. 
Grundeinheit § 6. 
Grundgleichung der Mechanik 44. 



Hamilton 19. 41, 113, 179. 308, 883. 

Haton de la Gonpilliire 511. 

Hauplmoment 830. 

Hauptträgheitsmoment 557. 

Hebel 774. 

Helm 718. 

V. Helmholtz, 676. 688. 709. 

Herschel 466, 469, 564. 

Herti 98. 747. 749. 

Hipparch 389, 351. 

Hodograph 803, 309. 

Hooke 80. 81, 88. 502. 503. 

Hoise-Power-Hoor.H-P-H 656. 

HD)^beiii 165, 348. 858, 359. 868, 374. 
454. 491. 547, 556, «85, 681, 830. 860, 
673. 876. 877. 885. 888. 890. 91». 
961. 



Freiheil § 30. 



Gal 327. 

«aUlei 3. 7. 22, 26. 59, 61, 64. 88. 87. 



Jacobi 19. 833. 
Impuls 605. 
Joule 650. 
laochronimos 874. 



=, Google 



Niuiieo> and Sacbrcgütar. 



K-lorie «77. 

K*dC 18. — Laplice'sche Theo 

KupiUarität »8. 



Kat< 



899. 



Kcgelbcireguiig 40H. 
Kelvin 716. 

Kepler 65. 318. 31», 321, 378. 874,473. 

r>84. 61», 858, »54. 055. »5H. 956. 961, 

»65. 966, »68, »70. 
K.epler'9cbe Gesetce 954. 
KeCtenUiüe 781. 
kg nod kg* 136. 
Kilogramm 191. 
Kilogrammeter 651. 
Kiluvatt 653. 
KilovsiutuDde 656. 
Kinenuitik 974. 
KirchhofT 7, 89. 05, 98. 291. 
KobädoD 80. 
KoUinearJtät 439. 
KumpODCDte 175. 
KoDseniEive« StUcui 716. 
KoonliiMteiilehTe g 19. 
Kuordinatenlranilotmatioil § 18. 
Kopenükus 464, 465. 466. 46», 487. 491. 

503, 508. 
Kraft 89, verloreoe — 815. lebendige — 

§ 98, Foitpflanrung dei — 96, iaDere 

and SuSere — 577. 
Kraflftld 700, 
KriRgeietze § 4. 
KiäUepui 395, »86. 
Kräftepolygon 176. 
Ktümmiuieiradius 368. 
KuUmanu 111. 



L. 

Labil 764, 

l.«gr»iige 10. 109, 113, 168. 399. 381, 717, 

758, 789, 791. 818, 829. 
Lame 80. 

Laplace 493. 680, 717. 767. 
I^voiiiei 46. 
Lebendige Kraft g 38. 
Leibnit 4, 19. 107. 140, 396. 454, 588, 



Leonardo da Vinci 11, 648. 
LcTerrier 14, 978. 
Ij« 195. 



Mach hl. 98. 

Maclauria 380. 

MagnetiEmai 78. 

Mariotte 89. 

Maschinen, einfache 5. 

Masse 37. 

MaraenbeicUeunigung g 25. 

MasieageomeMe 511. 

Maisengeicbwind^keit 59S. 

Maisenfnittelpnnkt 516. 

Masbcnmoment tj 98. 

MaOtviteme g 6. 

MaSlafal 102. 

Materie 81. 

MaDp«rtuls 19, 880, 881. 839. 

Maiwell 96, 154. 

Mayer 632. 677. 678. 688, 

Mechanik t} 1, BcgrifTe g 3. Gesetze g 9. 

GtöBen ^ 5. teneitriachE — § B9, — de* 

Himmels »72. 
Megadyn 147. 
Meter 118. 
Mittelkraft 47. 

Mobiua 198. 238. 484. 958. 
Molekularkräfte 94. 
Moment, geometntchei § 11. 
Momentankraft 605. 



685. i 



i, 677, 



ST. 

Nahkiäfte 79. 

NaTier 80. 

Neumanu 459. 

Ntfwcomb 974, 976, 

Newton 10, 14. 88, 32, 37, 49. 54. 96. 
100. 113, 310, 348, 359, 465, 491. 493, 
502. 514, 576, 576. 589, 594, 685, 590, 
«96, 697, 698, 699. 709, 717, 767, 877, 
879, 961. 964, 966, »68. 971. »77. 983. 
985, 988, »89, 994. 

Niveau 680. 

Normalbeschleunigung 35». 

Normalgewicht 148. 

Nullinien 928. 

Nutfltion (der Erdach»e) 420., 



cbie 490., I 



Urdiaüte Sil. 
Ostwsld 718, 728. 

P, 

ParaUelogTamm der Kiifte 44. 

ranUelpeiipeküve 448. 

Puent 798, 

Pwcal ftlB, 743. 

Peiree 337, 

Pend«] g 3«. 

PendetuageD. koniscbe der Geschosse 421. 

J-feil eioec PlflogiöB« 212. 

Plerdekrart l>.'>4, — stuade. jähr <ii'i«. 

Pferdestärke «54. 

PhoroDOmie 8», S74. 

PlaugröSe § 10. 

Poinsol 3a, 204. 211. 285, 3J8,B»l,41l. 

413. 414. 561. »21. 928, 986. 944, »48, 

il-W, 9r.a. 

Puinsotkegel 414. 
PoUson 51, 80, 417, 504. 
Huncelet 116. 119, 329. 648. 651. 
Poncetei du 6,'i4. 
PoteDtial g29. 
PütentiHltODktion «99. 
PoieotieUc Energie ;^ 29. 
PnzessioD der Erdachse 419. 
Prinzip der Flächen 618. 
Prioiip der kleiaiten Wirkung 830. 
Prinzip des kleinslen ZTHnf-es 888. 
Prinzip der virtuellen Aibeiteo S 81. 
Produkt. iuBeres, inneres 6."i9. 
Projektion 193. 
Piolemaens 464, 488, S09. 
Puuktbaufen 316. 

R. 

Ra.1 an der WeUe 478. 
Raukioe 549. 638- 
K^uiii 30. 

V. Rebeur-PnschviB 495. 
Regel, goldeoe 77U, 
R«ibuiig 112. !4 88. 
Reich r>OS. 
Resullunte 47. 



RtchtnngsglöBe 1 12. 
KicfatDi^sstiich 170. 
Richtungnrinkel 2SB. 
RoUe, loM 772. 
RoUeo 407. 
KotstiDii 378. 
Ruhe a. 

8. 

Scheil 347. m;. 
Schiebung 200. 
Schianbenbewegung 404. 
Schab 444. 

Schwere 77, 498, g 39. 
Schwerpunkt § 23. 
Schweipunktssälie g 25, 
Schwerpuuktuntegrale 686. 
Schwingui^ 368. 
Seilpolygon 1 76. . 
Sekiorgeichwindigkeit 818. 
Sektorbe»chleamgnng 369. 
Sekunde 120. 
Skalar 112, 
SpannkrSrie 888. 
SubU 762. 
Stahl 46. 
Starrheit 8«, 

SUtik 3, graphische — 111. 
Stetigkeil 292. 
SieviQ 49. HO. 771. 
Slöningsproblem 970, 
StoS g 87. 
SluQdruck <50li. 
StüBkoeflUient »02. 
SloUkraft 605. 
Streckenlehre § 9, 
Stieckeopaai 225, 
Slreckeuparalleiogramm 174. 
Streckenpul}'g<iu 175. 
Smckeniystem 221. 
Slreckeozug 175. 
Symmetrie 1H3. 

T. 

Tangentialbeichleuuigung 359. 

ThonisoQ 716. 

ToriceUi 91. 

Trägheit «."i. 

TrägheiisgcEetü 64. ^~. | 

D,j,,„d, Google 



TnghdUkraft Ij S5. 
TnghcitiinomeDt § 34. 
Tri^heitusdia) 563. 
Tianilitioa 377. 

V. 
Ubaldi T5S. 
UmlanfniDn 198. 
UnTciinderlichkell det Muse 44. 

T. 

VariKDon 4», 17«, 384. 891, 590. 533. 

674. 937. 988. 999, 980. 
Vektor 119. 
St Veoant 60, 94. 
Venückang (TiiiueUe) 724. 
VeReminE 486. 
Venögenug 834. 
Vielköipeiproblem «70, 
Vieu 106. 
viitoeU 780. 

Vil TiT* «85. 

Volomenkräfle 83. 



Weber 198. * 

WeientiaB 171. 

Wideisund 799. 

Winkel 166. 

WiDkelgeichwindigkeii 311. 

Wiiku« 880. 

Wren 91». 

Wucht 638. 

Wurf, leakrechlet and »chiefer § 



Zeil 30. 
ZcDo 16, 
Zentralachse 944. 
ZenCralbeTeguiif 873, 618. 
ZcDtralellipsoid 661. 
Zentrifngalkiaft 669. 
ZeDtrifugtlmamcDt 660. 
ZentTipetalbeschleanigung 8ö4, 
Zöllner 496. 
Zvaog {^ 80, Priadp des klein 



Zwaoeikrait 736. 

IWBDglUofig 789. 

Zveikdiperproblem 



D,„„.db, Google 



D,„„.db, Google 



